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Abstract

Diese Arbeit sucht nach einer Antwort, was Kunst und Mathematik miteinander ver-
bindet. Dabei werden zundchst die beiden Begriffe untersucht und anschlie3end ver-
schiedene Schnittstellen dieser Bereiche aufgezeigt. Darunter fallen vor allem Natur
und Geometrie. Auch die Kunst des Papierfaltens — Origami — wird ndher betrachtet.
Besondere Bedeutung fallt dem Goldenen Schnitt zu. Dieser wird mathematisch un-
tersucht, verschiedene Aspekte wie die Goldene Spirale oder die Fibonacci-Reihe wer-
den erkldrt sowie in Natur, Kunst und Architektur gesucht. Anschlieend wird der
Versuch gestartet, eine Kurvendiskussion mit einer Bildanalyse gleichzusetzen. Dazu
wird eine Reihe an Fragen, die in den jeweiligen Analysen vorkommen, einander ge-
geniibergestellt. Um die Vorgehensweise zu verdeutlichen, werden zunéchst eine Kur-
vendiskussion und eine Bildanalyse getrennt durchgefiihrt und die Gemeinsamkeiten
herausgearbeitet. Im Zusammenhang dieses Versuchs werden auch andere Aspekte der
interdisziplindren Verwendung angesprochen. Dazu zdhlen die digitale Bildverarbei-
tung durch das Aufspalten in verschiedene Farbanteile sowie die Anwendung der Fou-
rier-Transformation, um Filter iiber ein Bild zu legen. Eine weitere Verwendung findet
man, indem durch geeignete Funktionsgleichungen ein Bild konstruiert werden kann.
Folglich wird die Bridges-Konferenz erwihnt, welche ein jéhrlich stattfindendes Zu-
sammentreffen und Austauschen von interdisziplinédr-interessierten Menschen ist. Sie
befasst sich mit der Verbindung von wissenschaftlichen, technischen und kiinstlerisch-
musischen Bereichen. Dazu werden ein paar Vortrage ndher vorgestellt. Schlieflich
wird die Anwendung der Verbindung von Mathematik und Kunst in der Schule erldu-
tert. Zundchst wird allgemein die Frage diskutiert, ob und warum ein facheriibergrei-
fender Unterricht sinnvoll ist. AnschlieBend werden fiinf Unterrichtsvorschldge nach

diesem Konzept erldutert.

Die vorliegende Arbeit wendet sich an Interessierte von interdisziplindrem Unterricht

sowie an jene, die sich gleichermallen mit Mathematik als auch Kunst beschiftigen.



Einleitung

1 Einleitung

Seit ich das Lehramtsstudium in Linz begonnen hatte, wurde ich oft gefragt, warum
ich mich fiir die Kombination ,,Mathematik und Kunst“ entschieden habe. Das seien
doch grundverschiedene Fiacher — bekam ich oft zu horen. Meine Antwort war stets
dieselbe: ,,Warum nicht?* Wer es ausfiihrlicher wissen wollte, dem bot ich die Erkla-
rung, in der Renaissance seien die meisten Kiinstler auch Mathematiker, Physiker, Ar-
chitekten etc. gewesen. Warum sollte ich das also nicht auch machen? Allerdings war
der Vergleich mit den alten Meistern nicht ausreichend und — zugegeben — etwas ge-
wagt. Eine ordentliche Erkldrung fehlte mir. So entschloss ich mich, meine Diplomar-
beit diesem Thema zu widmen. Mit dieser Arbeit mdchte ich nun eine Antwort finden

auf die Frage:
WAS HABEN MATHEMATIK UND KUNST MITEINANDER GEMEINSAM?

Wihrend dem Schreiben dieser Arbeit stellte ich mir selbst ebenfalls die Frage, warum
ich genau diese Kombination gewihlt habe. Zum einen, da ich schon seit Beginn mei-
ner Schulzeit ein Talent fiir das Handhaben von Zahlen zeigte. Meine Leidenschaft fiir
gestalterische Prozesse entwickelte ich sogar noch friither. Sobald ich einen Stift halten
konnte, wurde eine Zeichnung nach der anderen produziert. Im Laufe meiner Schulzeit
feilte ich an beiden Talenten. Durch Nachhilfe fiir meine Mitschiilerinnen und Mit-
schiiler merkte ich, welche Freude ich im Erkldren fand. Somit beschloss ich Lehrerin
zu werden. Der zweite Grund fiir meine Wahl bestand darin, dass ich meine Zukunft
nicht in nur einem einzigen Bereich wie Mathematik oder Kunst sehen wollte. Ich war
fasziniert von den Universalgenies der Geschichte, welche sich ebenfalls nicht be-
schrianken wollten. Mein Wunsch war es, wie Leonardo da Vinci zu sein: Kiinstler,
Mathematiker, Forscher, Erfinder, Ingenieur, Naturphilosoph und anderes. Vor allem
seine Naturstudien und mechanischen Erfindungen wie die Leonardo-Briicke pragten

mich.

Die Einleitung dieser Arbeit mdchte ich darum den Universalgelehrten der Vergan-
genheit widmen. Als solcher gilt ein Gelehrter oder eine Gelehrte mit ausgepréigten
aktuellen Kenntnissen aus verschiedenen Wissensgebieten. Meist in Bezug auf Natur-
wissenschaften bildeten sie sich in einer Disziplin nach der anderen weiter. Die Be-

griffe Universalgenie und Universalgelehrter unterscheiden sich geringfiigig:
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Universalgenie Universalgelehrter
(Dudenredaktion I): (Dudenredaktion II):
»auf vielen Gebieten zu genialen Leis- ,,Gelehrter mit umfassenden, viele
tungen befdhigter Mensch, Alleskon- Wissensgebiete einschlieBenden
ner[in]* Kenntnissen*

Ein verwandter Begriff ist der Polyhistor (Dudenredaktion III: ,,in vielen Fachern be-
wanderter Gelehrter, von griech.: viel wissend). Dieser wurde in der Antike als Bei-
namen flir einen Gelehrten vergeben. Auch der uomo universale (,,Universalmensch®)
und genius universalis (,,universaler Geist*) gehoren in diese Kategorie. Ersterer ist
jemand, der vielseitig gebildet, aufgeschlossen sowie schopferisch titig ist und in Har-
monie mit der Natur lebt. Der universale Geist entspricht in etwa dem Universalge-
lehrten. Ein Mensch, der neugierig auf die Geheimnisse der Welt ist und zugleich ta-
lentiert genug ist, diesem Wissensdrang auf erkenntnisbringende Weise nachzugehen,

hat also die besten Voraussetzungen, den Zusatz ,,Universal-* zu erlangen.

Seit der Antike gibt es in verschiedenen Winkeln der Welt Menschen, die mit einem
der oberen Begriffe betitelt werden. Zu den bekanntesten gehdren Aristoteles (Wis-
senschaftler, Naturphilosoph, Logiker, Biologe, Physiker, Ethiker, Dichter u.a.) und
Plinius der Altere (Historiker, Naturforscher, Enzyklopidist). Auch aus Agypten,
Asien und dem Perserreich sind bis heute Namen im kulturellen Gedéchtnis verblie-
ben. Aus dem Mittelalter sind zum Beispiel der deutsche Universalgelehrte Albertus
Magnus (Theologe, Philosoph, Naturforscher) und der Schweizer Polyhistor Conrad
Gessner (Arzt, Naturforscher, Altphilologe, Humanist, Enzyklopadist) zu nennen. Nur
wenige Frauen haben es auf diese Weise geschafft, sich einen Namen zu machen. Die
Abtissin Hildegard von Bingen (Dichterin, Komponistin, Theologin, Naturheilkun-
dige) kann auf jeden Fall in dieser Liste aufgefiihrt werden. Besonders viele Univer-
salgelehrte und -genies gab es in der Renaissance. Neben Leonardo da Vinci gilt vor
allem Albrecht Diirer (Maler, Grafiker, Mathematiker, Kunsttheoretiker) als herausra-
gendes Genie seiner Zeit. Auch der Portugiese Duarte Pacheco Pereira (Seefahrer,
Feldherr, Mathematiker, Astronom, Naturwissenschaftler, Geograph) brachte es durch
sein vielseitiges Wissen zu Ruhm. Um etwa 1700 waren vor allem Gottfried Wilhelm
Leibniz (Philosoph, Mathematiker, Jurist, Historiker, politischer Berater) und Isaac
Newton (Mathematiker, Physiker, Naturforscher, Theologe, Alchemist, Philosoph) die
bekanntesten Gelehrten. Auch hier gab es ein paar — wenn auch eher unbekannte —
Frauen, wie zum Beispiel Margaret Cavendish (Physikerin, Naturphilosophin,
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Schriftstellerin), die sich wissenschaftlich vielseitig auseinandersetzten. Doch ab dann
wurden es immer weniger Personen, die den Titel Universalgelehrte oder -gelehrter
verdienten. Der Schweizer Mediziner Albrecht von Haller (Arzt, Naturforscher, Bota-
niker, Dichter, Wissenschaftspublizist) sowie Alexander von Humboldt (Physiker, Ge-
ologe, Mineraloge, Botaniker, Vegetationsgeograph, Zoologe, Klimatologe, Ozeano-
graph, Astronom u.a.) waren zwar an vielen wissenschaftlichen Bereichen interessiert
und belehrt, aber ein so umfangreiches Wissen, so dass sie als Gelehrte bezeichnet
werden, konnten sie nicht in allen Disziplinen aufweisen. Auch Johann Wolfgang von
Goethe (Dichter, Naturforscher) ist vor allem als Schriftsteller bekannt. Dass er auch
besondere Kenntnisse von menschlicher Anatomie, Botanik, Meteorologie sowie Ma-
lerei und Farbenlehre vorzuweisen hatte, wissen nur wenige. Manche behaupten, Goe-
the sei der letzte Universalgelehrte. Andere schreiben dies Leibniz zu. Wieder anderen
Quellen zufolge konnte noch William Henry Fox Talbot (Natur- und Geisteswissen-
schaftler, Fotopionier) zu den Universalgelehrten geziahlt werden. (vgl. iberblickshaft

Wikipedia 2021)

Warum gibt es heute keine Universalgelehrten mehr? Durch all die Jahrhunderte der
Forschung und Wissenschaft steigt die Quantitit an Wissen stetig an. Immer mehr
Wissenschaftler*innen, Philosoph*innen und Kiinstler*innen verschreiben sich einem
einzigen Fachgebiet — sie werden zu Spezialist*innen in einem einzigen Bereich. Doch
selbst da ist es mittlerweile unmoglich, alles zu wissen. Die Medizin ist das beste
Beispiel. Kein Arzt oder Arztin kennt sich mit allen Leiden des menschlichen Kérpers
aus. Es gibt Spezialist*innen fiir jedes Korperteil. Und selbst dort wird noch weiter
unterschieden. Es gibt Herzchirurgen, die sich nur mit den Herzklappen beschéftigen.
Andere sind nur fiir die herznahen Blutgefid3e zustindig. Heute ist man Meister auf
seinem eigenen speziellen Fachgebiet. Das Wissen ist zu umfangreich geworden, als
dass man selbst auf jede Frage eine Antwort wiisste. Natiirlich gibt es noch
Multitalente, die sich nicht auf nur ein Thema beschrianken. Sie besitzen Wissen aus
verschiedenen Bereichen und sind vielseitig interessiert. Doch nur selten hat ihr
Wissen einen solchen Umfang, als dass sie im Sinne der antiken Definition als

Universalgenie oder -gelehrte bezeichnet werden konnen.

Mich selbst nun mit den Universalgenies der letzten Jahrhunderte zu vergleichen oder
ithre Position anzustreben, mochte ich mir nicht anmallen. Aber ihre Einstellung, alles

— oder zumindest vieles — in der Welt verstehen zu wollen und sich dementsprechend
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fortzubilden, mdchte ich mir als Vorbild nehmen. Es ist mir wichtig, die kindliche
Neugierde und den kreativen Blick auf die Umwelt zu bewahren, um ein lebenslanges
Lernen zu ermoglichen. Dies ist ein Wunsch, den ich als Pddagogin den nachsten Ge-
nerationen vermitteln mdchte. Diese wissenschaftliche Arbeit soll den Anfang dafiir
darstellen. Ganz nach dem Motto von Pablo Picasso: ,,Als Kind ist jeder ein Kiinstler.

Die Schwierigkeit liegt darin, als Erwachsener einer zu bleiben®.

Die Arbeit beginnt mit der Uberlegung, was man unter den Begriffen Kunst und Ma-
thematik versteht und welche Teilgebiete sie umfassen. Dazu werden auch historische
Theorien zur Klassifizierung vorgestellt. Anschlieend werden verschiedene Bereiche
genannt, an denen die beiden Disziplinen aufeinandertreffen. Angefangen mit der Na-
tur, in der manche Phinomene berechnet werden konnen und die als Vorbild fiir viele
Malereien dient, geht es weiter mit Geometrie. Sie gehort zu den Sieben Freien Kiins-
ten der Antike und bildet sowohl in der Mathematik als auch in der Kunst einen Grund-
baustein. Beziiglich der Geometrie wird das Thema Origami besonders betrachtet. Die
Papierkunst kann auch rechnerisch untersucht werden. Ein Unterkapitel ist dem Gol-
denen Schnitt gewidmet. Es wird aufgezeigt, welche Formen er annehmen kann und
wo man ihn in der Natur, der Kunst und der Mathematik findet. Anschlieend wird
versucht, eine Briicke zwischen je einem Analyseschema aus Mathematik und Kunst
zu bauen. Dabei wird die Kurvendiskussion der Bildanalyse gegeniibergestellt. Es
wird experimentell ein Gemélde mit den Fragen einer Kurvendiskussion untersucht
und anschlieffend ein Funktionsgraph als Bild betrachtet. Das nachfolgende Kapitel
befasst sich mit der Bridges-Konferenz. Dies ist ein jéhrlich stattfindendes internatio-
nales Event, bei dem es darum geht, auf neue und kreative Weise eine Briicke zwischen
verschiedenen Formen der Kunst und Wissenschaft zu bauen. Dabei werden ein paar
Vortrage der Konferenz von 2019 geschildert. Von dort aus geht es weiter mit den
Uberlegungen, warum eine Verbindung zwischen Mathematik und Kunst, aber auch
zwischen anderen Fachrichtungen stattfinden und warum man dies im Schulunterricht
einbinden sollte. Dabei soll ,,Kunstunterricht alle kiinstlerisch-gestalterischen Facher
umfassen, wie Bildnerische Erziehung, Mediengestaltung, Kunstbetrachtung, Darstel-
lung, Technisches Zeichnen etc. Das letzte Kapitel dieser Arbeit gibt konkrete Unter-
richtsvorschlige fiir facheriibergreifende Projekte an. Das erste Beispiel beschiftigt

sich mit der Frage, wie das rdumliche Vorstellungsvermdgen unterstiitzt werden kann.
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Wenn im Mathematikunterricht das Thema Raumgeometrie behandelt wird, fehlt es
oft an Anschauungsmaterial. Dafiir gibt es die Mdglichkeit, dreidimensionale Grund-
korper aus Papier zu bauen, die flach zusammengefaltet und somit platzsparend auf-
bewahrt werden konnen. Der nidchste Vorschlag behandelt den Goldenen Schnitt. Die-
ser soll in Naturobjekten gesucht und anschlieend in Zeichenstudien festgehalten
werden. Als drittes wird eine ungewdhnliche Perspektive erklért: Die Fisheye-Per-
spektive entspricht einem 360°-Bild. Dabei kann ein gesamter Raum auf einer einzigen
Kreisflache festgehalten werden. Das nédchste Beispiel sucht nach dem &sthetischen
Aspekt der Mathematik. Dafiir soll im Mathematikunterricht interessante und anspre-
chende Tafelbilder abfotografiert werden, die im Kunstunterricht als Grundlage fiir
eine digitale Weiterverarbeitung dienen. Letztendlich wird das Thema Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf kiinstlerische Weise umgesetzt. In diesem Unterrichtsvorschlag
sollen Wege gefunden werden, durch die ein Kunstwerk durch berechenbare Zufille

entsteht.

Im Zuge meiner Recherche zu dieser Arbeit, stiel ich auf die Diplomarbeit ,,Mathe-
matische Kunst, kiinstlerische Mathematik. Interdependenzen von Mathematik und
Kunst*“ von einer Kollegin, Lisa-Maria Kuen, die sich 2019 ebenfalls mit diesem
Thema befasste. Um in keine Wiederholungen zu verlaufen, mdchte ich mich in eini-

gen Punkten auf ihre Arbeit beziehen.
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2 Historischer Riickblick

2.1 Was ist Kunst, was ist Mathematik?

Bevor nach den Schnittstellen der beiden Bereiche gefragt wird, sollte geklart werden,
was man eigentlich unter Kunst und unter Mathematik versteht. Beide Bereiche kon-
nen aus vielen verschiedenen Blickwinkeln betrachtet werden. Im Folgenden soll ver-

sucht werden, einen groben Uberblick der verschiedenen Aspekte zu erzeugen.

2.1.1 Begriffsbildung Kunst

,,KUNST = MENSCH = KREATIVITAT = FREIHEIT*

Joseph Beuys
Definition Kunst:

»Bedeutung:
1.

a. schopferisches Gestalten aus den verschiedensten Materialien oder mit
den Mitteln der Sprache, der Tone in Auseinandersetzung mit Natur
und Welt
Beispiele: die bildende Kunst, die darstellende Kunst, angewandte
Kunst, abstrakte Kunst, sich der Kunst widmen, Kunst und Wissen-
schaft, Akademie der [schonen] Kiinste, ein Forderer der Kiinste

b. einzelnes Werk, Gesamtheit der Werke eines Kiinstlers, einer Epoche
0. A.; kiinstlerisches Schaffen
Beispiele: die antike, moderne, mittelalterliche, europédische Kunst,
Kunst am Bau, im 6ffentlichen Raum [...]

2. das Konnen, besonderes Geschick, [erworbene] Fertigkeit auf einem bestimm-
ten Gebiet

Beispiele: die drztliche Kunst, die Kunst des Lesens und Schreibens, |[...]

Herkunft: mittelhochdeutsch, althochdeutsch kunst, urspriinglich = Wissen(schaft),
auch: Fertigkeit, zu konnen‘ (Dudenredaktion IV)
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Kunst kann zum einen als Gegensatz zur Natur betrachtet werden. Alles, was von Men-
schenhand erschaffen wurde, ist kiinstlich und somit nicht natiirlich. So kénnten alle
Techniken, die die Naturelemente einsetzen und steuern, als Kiinste bezeichnet werden
— beispielweise die Wasserkunst (Wasserversorgung, Springbrunnen), die Feuerkunst

(Pyrotechnik, Verbrennungsanlagen) oder die Luftkunst (Flugzeuge, Windréder).

Da Kunst von Kénnen abstammt, zédhlen auch alle Fertigkeiten und Geschicklichkeiten
dazu, wie die Fechtkunst, Reitkunst, Heilkunst, Kochkunst sowie (kunst-) handwerk-

liche Fahigkeiten wie Topferkunst, Webkunst und Baukunst.

Die Schonen Kiinste, wie wir sie heute kennen, wurden neben anderen von Goethe und
Schiller herausgearbeitet. Zu ihnen zéhlen zum Beispiel die bildende und darstellende

Kunst sowie Dichtung und Musik.

Im Gegensatz zu den Schonen Kiinsten steht die angewandte Kunst. Diese befasst sich
mit der Gestaltung von Alltagsgegenstinden. Zu ihr zdhlen Architektur, Grafik-,

Mode- und Industriedesign, Kunstgewerbe und die dekorative Kunst.

Im Sinne der Wissenschaft sind die Sieben Freien Kiinste zu nennen. Diese sind Gram-
matik, Rhetorik, Logik/Dialektik, Arithmetik, Geometrie, Musik und Astronomie. Sie
bilden die Grundziige der antiken Wissenschaft. Die Kunst spielt dabei in dem Sinn
eine Rolle, dass durch sie diese Wissenschaften ausgetiibt werden konnen. (vgl. Brock-

haus 2006, S. 93-94)

In dieser Arbeit wird sich vor allem auf die bildenden Kiinste bezogen. Im historischen
Riickblick werden auch die Bereiche des Kunsthandwerks sowie der Alltagsésthetik
betrachtet, da sich anfangs noch nicht das entwickelt hatte, was wir heute als bildende

Kunst bezeichnen.

Die Theorie der Kunst ist so vielfdltig, dass in dieser Arbeit nicht genug Platz sein
wird, um alle Ansichten unterzubringen. Es sollen darum nur zwei der ersten Theorien
genannt werden: die Beschreibungen von Platon und Aristoteles. Platon unterscheidet
zwei Arten von Kiinstlern: ,,Erstens solche, die schopferisch etwas herstellen wie etwa
die Baumeister, Tischler und Wagenbauer, und zweitens solche, die sich auf die Dar-
stellung oder Nachahmung (mimesis) des bereits Bestehenden beschrinken wie etwa

die Maler, Bildhauer und Dichter* (Hauskeller 2005, S. 11). Platons Unterscheidung
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zwischen sein und ist resultiert in seiner Auffassung der Wahrheit und Idee. Die erstere
seiner Art von Kiinstlern stehen der Wahrheit ndher als Maler und Co., denn sie schaf-
fen nur ein Abbild des sichtbar Gegebenen.

,Nur einer Kunst, die die Menschen lehrt, ihre Leidenschaften zu kontrollieren,

tugendhaft zu leben und der Wahrheit nachzustreben, kommt ein gewisser Wert

zu. Denn letztlich gibt es fiir den Menschen nur eine einzige Kunst, derer er wirk-

lich bedarf, und das ist die Kunst des rechten Lebens, so daf3 alles, was nicht zum

Erlernen dieser Kunst beitragt, iiberfliissig oder gar verderblich ist.” (Hauskeller
2005, S. 14)

Platons Schiiler Aristoteles entwickelte eine erste systematische Literaturtheorie, die
sich auf die anderen Kiinste libertragen ldsst. Wie sein Vorgénger versteht Aristoteles
die Kunst als Nachahmung, jedoch mit einer positiveren Bedeutung als Platon. Aus
seiner Sicht darf ein Maler auch Dinge abbilden, die nicht der Realitét entsprechen —
wenn es denn der Zweck verlangt. ,,In der Kunst ist darum das Wahrscheinliche, auch
wenn es unmoglich ist, grundsétzlich dem Mdoglichen, aber Unwahrscheinlichen, vor-

zuziehen* (ebd. S. 17).

2.1.2 Begriffsbildung Mathematik

ALLES IST ZAHL*
Pythagoras von Samos

Definition Mathematik:

,Bedeutung: Wissenschaft, Lehre von den Zahlen, Figuren, Mengen, ihren Abstrakti-

onen, den zwischen ihnen moglichen Relationen, Verkniipfungen

Beispiele: hohere Mathematik (Mathematik, wie sie vor allem in der Hochschule be-
trieben wird), numerische, angewandte Mathematik (Bereich der Mathematik, der sich

mit industriellen Anwendungen befasst), [...]

Herkunft: lateinisch (ars) mathematica < griechisch mathématiké (téchng), zu:

mathéma = Gelerntes, Kenntnis* (Dudenredaktion V)



Historischer Riickblick

Die Mathematik erscheint nicht so weitgefachert zu sein wie die Kunst. Dafiir hat sie
eine grofle Anzahl an Teilgebieten. Thre Kerngebiete sind die Folgenden: Logik und
Mengenlehre, Algebra, Analysis, Topologie, Geometrie. Weitere Gebiete und ihre An-

fange werden im Folgenden chronologisch angefiihrt.

Im (vor allem griechischen) Altertum begann man die Grundziige des abstrakten Den-
kens zu erfassen und damit eine mathematische Sprache aufzubauen. Zu diesen grund-
legenden Bereichen gehdren Arithmetik (Rechnen mit Zahlen), Geometrie (Untersu-
chung von Figuren), Algebra (Auflosen von Gleichungen), Logik (Untersuchung von
Schlussfolgerungen) und Zahlentheorie (Untersuchungen von Teilbarkeit und Zahlen-
bereichen). Man erkennt, dass dabei ein paar zu den Sieben Freien Kiinsten gehoren:
Arithmetik, Geometrie und Logik. Erst in der friihen Neuzeit kamen neue nennens-

werte Bereiche dazu:

17. Jahrhundert: Analytische Geometrie (rechnerisches Erfassen rdumlicher Beziehun-
gen), Wahrscheinlichkeitstheorie (Rechnen mit Zufallszahlen und Wahrscheinlichkei-

ten), Analysis (Untersuchung von Funktionen).

18. und 19. Jahrhundert: Differentialgleichungen (Beschreibung physikalischer Fel-
der), Differentialgeometrie (Geometrie gekriimmter Flachen und Rédume), Funktionen-
theorie (Analysis mit komplexen Zahlen), Gruppentheorie (Systeme von Symmet-

rien).

20. Jahrhundert: Mengenlehre (Untersuchung von zusammenhédngenden Objekten),
Topologie (stetige Verformung geometrischer Korper), Statistik (Erhebung und Aus-
wertung von Daten), Numerik (Fehleranalyse bei Algorithmen).

Manche dieser Bereiche hiangen eng mit der Philosophie (wie Logik) oder der Infor-
matik (wie Numerik) zusammen. Mathematik kann hier als zu Grunde gelegte Sprache
verstanden werden. ,,Mathematik ist das Alphabet, mit dessen Hilfe Gott das Univer-
sum beschrieben hat*, wie Galileo Galilei es einst erklérte. Sie gilt selbst nicht als
Naturwissenschaft, stellt aber eine Hilfswissenschaft fiir andere Wissenschaften wie

Physik dar. Manche zédhlen sie zu den Geisteswissenschaften oder der Philosophie.

Fiir diese Arbeit sind vor allem die Bereiche Geometrie und Analysis relevant. Als
Unterrichtsbeispiel im letzten Kapitel bekommt auch die Wahrscheinlichkeitsrech-

nung Aufmerksamkeit.
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»Alles ist Zahl* — dies ist ein beriihmter Ausdruck, der dem griechischen — umstritte-
nen und von Mythen umgebenen — Mathematiker und Philosophen Pythagoras von
Samos (6. Jhd. v. Chr.) zugeschrieben wird. In der von ihm gegriindeten religionsphi-
losophischen Schule befassten sich die sogenannten Pythagoréder vor allem mit Musik
und Mathematik. Diese Schule iiberdauerte mehr als 1000 Jahre und viele ihrer An-
sdtze sind auch heute noch populér. Laut Aristoteles glaubten sie, die Natur sei auf
Zahlen und Proportionen aufgebaut. Diesen und den geometrischen Figuren schrieben
sie geheimnisvolle Krifte zu. Die Pythagorder waren wahrscheinlich ,,der Uberzeu-
gung, dass Zahlen und Formen auB3erhalb der Welt eine eigene Existenz besdflen, und
so entwickelten sie eine ausgefeilte Kosmologie, in der manche von ihnen mit Géttern
gleichgesetzt wurden (Wade 2017, S. 10). Die pythagordischen Lehren, festgehalten
in einem Brief von Platon, wurden unterschieden zwischen ,,dem Korperlichen, das
wandelbar und verginglich ist, und dem Ewigen, das aus reinen, unverginglichen
Ideen besteht* (ebd. S. 10f). Dazu werden die vier Elemente und der Kosmos den pla-
tonischen Korpern zugeordnet: Erde = Wiirfel, Luft = Oktaeder, Feuer = Tetraeder,
Wasser = Ikosaeder und Kosmos = Dodekaeder (vgl. ebd.).

2.2 Historische Entwicklung — Meilensteine

Die getrennten historischen Entwicklungen von Mathematik und Kunst sind so um-
fangreich, dass es endlos viele Biicher dazu gibt. Im Rahmen dieser Arbeit sollen somit
nur wenige, fiir dieses Thema relevante Meilensteine von den Anféngen bis hin zur

Renaissance genannt werden.

Die Anfiinge

Die Kunst findet ihren Anfang bekanntlich in der Steinzeit. Die Kreativitit selbst be-
gann schon sehr friih. Sie wurde gebraucht, um aus Objekten der Natur Hilfsmittel und
Werkzeuge zu gestalten. Dies begann vor mehr als 3 Millionen Jahren. Im Laufe der
Zeit entwickelte sich die Kreativitit weiter. ,,Als die Kreativitdt in Afrika vor 90 000
bis 60 000 Jahren und in Europa vor rund 40 000 Jahren explodierte, muss sie schon
lange im Menschen gegért haben* (Pringle 2013, S. 25). Durch den kulturellen Aus-
tausch und die sozialen Vernetzungen, wurden die Kulturentwicklungen vorangetrie-

ben. Die beeindruckenden Hohlenmalereien (37 000 bis 41 000 Jahre alt) faszinieren
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Menschen bis heute. Auch die ersten Skulpturen wie die Venus von Willendorf (etwa
30 000 Jahre alt) und gefundene Musikinstrumente deuten auf ein dsthetisches Ver-
stindnis hin. Die Mathematik — oder genauer gesagt das Verstindnis des Zéhlens —
begann auch schon vor etwa 20 000 Jahren. Fundstiicke von Kerben und Ritzungen
auf Knochen, Steinen und TongefiBen geben darauf Hinweise. ,,Erst der Ubergang zur
Sesshaftigkeit fiihrte zum eigentlichen Vorgang des Zahlens und dann auch des Rech-
nens* (WuBling 2008, S. 6). Der beginnende Handel und Warenaustausch verlangten
die Notwendigkeit von Zahlen. Die Anfange der Mathematik selbst entwickelten sich
aber erst um etwa 4000 v. Chr. in den Hochkulturen an groB3en Fliissen und Stromen
in China, Indien, Agypten und Mesopotamien (vgl. ebd.). Etwa zur gleichen Zeit be-
gannen die Menschen des heutigen Mitteleuropas die Geometrie fiir ihren Alltag zu
nutzen. So wurden Tongefdf3e mit geometrischen Ornamenten verziert, was Funde be-
legen (WuBing 2008, S. 12f). Damit sind sie so alt wie die dgyptischen Hieroglyphen.
Auch begannen die Menschen mithilfe einer geometrischen Grundvorstellung sowohl
einfache als auch die ersten groBen Bauwerke zu konstruieren. Damit errichteten sie
zum Beispiel Kreisgrabenanlagen zur Bestimmung der Jahreszeiten und fiir astrono-
mische Zwecke. ,,Die Beobachtung des Sternenhimmels schuf irgendeine Form raum-
lichen Denkens* (ebd.). Die sogenannte Himmelsscheibe von Nebra l4sst erkennen,
wie genau die Beobachtungen der damaligen Astronomen (wenn man sie so nennen
darf) waren, denn mit ihr sind exakt die Positionen der Sonne zu den verschiedenen
Sonnenwenden markiert. Die mit diesen Beobachtungen verbundenen Rituale und
Kulten konnten auch als eine Art Kunst angesehen werden. Zwar hatten sie keinen
unmittelbaren Nutzen fiir die Lebenserhaltung, aber die dafiir geschaffenen Kleidun-
gen, Schmuck und Ornamente genauso wie Waffen zeigten die Zugehorigkeit zu ei-
nem bestimmten Stamm. Man kdnnte also zusammenfassend die Kunst als Kult be-

zeichnen.

Die Antike

Erst ab der Antike bildete sich das gestalterische Schaffen als eigenstindiges Hand-
werk aus. Aus dem alten Agypten, Griechenland und rémischen Reich stammen einige
der heute beriihmtesten Zeugnisse kiinstlerischen Schaffens wie Plastiken, Wandma-
lereien und -mosaike oder Bauwerke. Auch die Mathematik hat hier einen groBlen
Schritt nach vorne gemacht. Doch bevor dieses Thema ausfiihrlicher behandelt wird,
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soll ein internationaler Blick der Ethnomathematik gewagt werden. In anderen Lén-
dern und auf anderen Kontinenten entwickelte sich die Mathematik ebenfalls weiter
und mit ihr die Geometrie und Architektur. In Siid- und Zentralafrika verwendeten die
Mitglieder der Bantu-Volker Zeichnungen im Sand, um Geschichten und Erzédhlungen
zu untermalen — die sogenannten sona. Dabei werden Punkte einer Art Koordinaten-
systems im Sand markiert und anschlieend bestimmte zusammenhéngende Linien um
die Punkte gezeichnet. Die Muster folgen einem geometrischen Algorithmus (vgl. Wu-
Bing 2008, S. 20ff., Krause 1998, S. 118). In den priakolumbianischen Kulturen der
Maya, Inka und Azteken wurden im 2. bis 8. Jahrhundert n. Chr. die bekannten trep-
penstufigen Pyramiden errichtet, lediglich mit Hilfsmitteln wie Senkblei, Keil, Zirkel
und menschlicher Korperkraft, aber ohne Rad. Und dabei haben die Azteken nicht
einmal eine ausgebildete Schrift verwendet (vgl. WuBing 2008, S. 25). Dariiber hinaus
entwickelte sich die Kalenderrechnung. Die Azteken und Maya verwendeten dazu ein
Stellenwertsystem zur Basis 20, das heif3t jeder ihrer 18 Monate hatte 20 Tage plus
fiinf weitere nichtzugeordnete Tage. Die Stidte der Maya wurden auf geometrisch be-
rechneten Grundrissen errichtet. Das Zahlensystem der Maya bestand aus Strichen und
Punkten in einer festgelegten, wenn auch nicht einheitlichen, Reihenfolge (ebd. S.

30f).

Zuriick nach Europa: Hier etablierten sich die Sieben freien Kiinste (septem artes
liberales), welche Grundlage fiir das damalige Schulsystem fiir freie Ménner stellten
(mehr dazu bei Kuen 2019, S. 66-68). Dies ist wohl das erste aktive Zusammentreffen
von Mathematik und Kunst, obwohl von der Kunst nur die Musik in den freien
Kiinsten Anklang fand. Die Geometrie fand in dieser Zeit ihre Bliite. Mit Euklids Buch
der Elemente war das erste Lehr- und Sammelwerk (bestehend aus 13 Bénden) zur
Geometrie und Arithmetik geschaffen. In der romischen Antike schritt zwar die
Mathematik nicht so stark voran wie in Griechenland, dafiir entwickelten sich unter
anderem die Kunst (vor allem Theater und Wandmosaike) und Architektur weiter.
Zum Beispiel fir den Bau des Pantheons in Rom (2. Jhd. n. Chr.) mit seiner
beeindruckenden Kuppel samt Opaion', waren umfangreiche Berechnungen nétig

(WuBing 2008, S. 210). Die Wandmalereien und -mosaike zeigen die erstaunlichen

'Ein Loch von 9 Metern Durchmesser, welches zur Beliiftung und Beleuchtung diente und als Kontakt
zum Himmel und den Géttern galt.
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Féhigkeiten hellenistischer Kiinstler beziiglich Naturalismus und Perspektive (vgl.

Beckett 2005, S. 19-21).

Das Mittelalter

Mit dem Zusammenbruch des romischen Reichs ging viel Wissen verloren. In der
Kunst litten vor allem die Darstellungen von menschlichen Proportionen und Perspek-
tiven darunter. Diese wurden erst im Laufe der Zeit wieder angeeignet. Dafiir aber
entstanden im frithen Mittelalter ,,die Voraussetzungen fiir die wissenschaftlichen und
technischen Neuerungen der Zukunft wie beispielsweise der Erfindung der Drucker-
kunst (Beckett 2005, S. 28). Auch gehen die Griindungen einiger Universitdten und
Klosterschulen auf das Mittelalter zuriick. Durch Handelsbeziehungen und Kreuzziige
in den Orient wurde internationales Wissen zusammengetragen. Leonardo da Pisa —
auch bekannt als Fibonacci — profitierte von diesem Wissen, vor allem von der islami-
schen Denkweise zur Algebra (vgl. Wulling 2010, S. 15f). Um 1200 verfasste er einige
Biicher zur Arithmetik. Darunter ist auch das Kaninchenproblem zu finden, welches
auf die Fibonacci-Zahlen fiihrt (mehr dazu in Kapitel 3.3.1). Auch geht auf ihn die

Klassifizierung der negativen Zahlen zuriick.

Die Renaissance

»Wiedergeburt der Antike* —so wird die Renaissance genannt. Sie ist fiir die gewaltige
Entfaltung von Kunst und Wissenschaft bekannt. Einige der weltberiihmtesten kiinst-
lerischen Werke wie die Mona Lisa stammen aus dieser Zeit. Erst ab dieser Zeit sprach
man wirklich von einem ,,Kiinstler*. Diese waren angesehen und weit iiber ihre Regi-
onen hinaus bekannt. Viele von ihnen waren jedoch nicht nur fiir ihr kiinstlerisches
Schaffen bekannt. In der Renaissance gab es eine Vielzahl an Universalgelehrten. Da-
runter Leonardo da Vinci und Albrecht Diirer, die sich ebenso mit der Mathematik

auseinandersetzten.

Der neu erfundene Buchdruck machte es moglich, mathematische Texte der Antike
der Offentlichkeit (oder zumindest der griechisch-lateinisch-sprechenden Bevolke-
rung) zugdnglich zu machen (vgl. Wuling 2010, S. 11). Die meisten mathematisch

Bewanderten des Alltags waren die Rechenmeister. lhre Aufgabe bestand
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hauptsédchlich in der Umrechnung von Wihrungs- und Langenmalflen, wie die der ver-
schiedenen Ellenldngen. Zu dieser Zeit wurden die heute verwendeten indisch-arabi-
schen Ziffern anerkannt — wenn auch mit viel Gegenspruch (vgl. ebd. S. 21f). Die
Renaissance brachte viele Mathematiker hervor, deren Schreibweisen und Ausdriicke
wir noch heute benutzen. Wie zum Beispiel die Symbole + und — sowie = (von Robert
Recorde) oder die Zahlworter Billion, Trillion und Quadrillion (von Nicolas Chuquet).
Viele der Mathematiker waren auch in anderen wissenschaftlichen Bereichen titig.
Daneben brachten sie der einfachen Bevolkerung Schreiben, Lesen und Rechnen bei,
was zur Veroffentlichung vieler Lehrbiicher flihrte, wie zum Beispiel von Adam Ries
(vgl. ebd. S. 23-25). In der Architektur wurde mit dem Wunsch immer gro3er und
michtiger zu bauen (wie Kuppelkonstruktionen und Festungen), auch die darstellende
Geometrie vorangetrieben. Die Mathematik spielte nun auch in der bildenden Kunst
eine Rolle. ,,Reprisentative Gebaude, Bildwerke, Statuen und Gemailde mussten, soll-
ten sie dem wiederbelebten antiken Schonheitsideal geniigen, nach kanonischen Re-
geln komponiert sein: Thre Teile hatten in bestimmten GréBenverhiltnissen zu stehen*
(WuBing 2008, S. 309). Dazu gehoren der Goldene Schnitt und die Fluchtpunktper-
spektive.
Die Einzigartigkeit des Platonismus ,,beruht zum Teil auf der Vorstellung, die
Natur liefie sich am besten durch Zahlen und Vermessen begreifen — eine Vo-
raussetzung jeder Wissenschaft. Aber diese Uberzeugungen, die der idealisie-
renden Bewertung von Zahlen, Proportionen und geometrischer Form einen ho-
hen Wert beimaf3en, schlugen sich auch in der kiinstlerischen Ausdrucksweise
nieder. Genau dieser Aspekt des Platonismus wurde mit Beginn der Renais-
sance eine Inspirationsquelle der Kiinstler — und hierbei besonders die pythago-
rdische Auffassung von Verhiltnis und harmonischer Relation, die die Welt im

Innersten bestimmen, zugleich aber auch iiber sie hinaus verweisen.” (Wade
2017, S. 6)
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3 Gemeinsame Bereiche von Mathematik und Kunst

3.1 Mathematik und Kunst in der Natur

Die Kunst ist von der Natur inspiriert und die Mathematik kann manche Eigenschaften
der Natur beschreiben. ,,In mittleren Zeiten war die Mathematik das vorziiglichste un-
ter den Organen, durch welche man sich der Geheimnisse der Natur zu beméchtigen
hoffte; und noch ist in gewissen Teilen der Naturlehre die MeBkunst, wie billig, herr-
schend (Goethe 1810, S. 167). So sind viele geometrische Grundkdrper in manchen
natiirlichen Rohstoffen zu erkennen, beispielsweise im Mineral Pyrit. Dieser Kristall
— auch Katzengold genannt — kann in mehr oder weniger perfekter Wiirfelform natiir-
lich vorkommen (Abb. 1). Auch Oktaeder, Pentagondodekaeder und andere Polyeder-
formen sowie Kombinationen dieser sind keine Seltenheit. Man konnte meinen, die

Natur habe einen Sinn fiir Asthetik.

Abb. 1: Pyritkristall

Auch andere Objekte konnen in geometrische Grundkorper zerlegt werden. Zum Bei-
spiel kann ein Baum als reduzierte Darstellung als Kombination von Zylindern gese-

hen werden. Die reduzierte Darstellung kann als Konstruktionsgeriist oder
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Hilfestellung fiir eine Zeichnung jenes Baums verwendet werden. Also iibersetzt die
Mathematik die Natur in einfache Bausteine, die wiederrum in der Kunst weiterver-
wendet werden konnen. Man findet noch weitere mathematische Sachverhalte in der
Natur, die an dieser Stelle nur erwdhnt werden sollen: Symmetrie in Lebewesen und
Pflanzen, Parabelformen in der Flugbahn eines springenden Funkens oder regelméfige

Vielecke in Bienenwaben.

Ein beliebtes Beispiel der Mathematik in der Natur ist der Goldene Schnitt. Man findet
ihn beinah tiberall. Von den Adern eines Efeublattes, iiber Windungen einer Ananas,
bis hin zu den Verhéltnissen von Korperteilen. Es gibt unzihlige ,,goldene Verhilt-
nisse* am menschlichen Koérper zu entdecken — zumindest ndherungsweise. Dieses
Verhiltnis gilt als Perfektion und Schonheitsideal. Darum bauen gerade in der Renais-
sance viele Bilder und Plastiken auf dieser Erkenntnis auf. Auf weitere Ausfithrungen

zum Goldenen Schnitt wird im kommenden Kapitel eingegangen.

Ob Kornkreise nun auf ,,(liber)natiirliche Weise* entstehen oder durch Menschenhand
erschaffen werden, soll an dieser Stelle nicht erortert werden. Aber unabhéngig von
dieser Frage muss man zugeben, dass diese riesigen Muster eine faszinierende Geo-
metrie beherbergen. Steht man direkt in einem dieser Getreidefelder, hat man keine
Chance das Muster vom Boden aus zu erahnen. Erst aus der Luft kann man perfekte
Kreise, Symmetrien, Fraktale, Parkettierungen, Ornamente und andere Zusammen-

hinge erkennen (vgl. Abb. 2).

28, Sichel-Palaritit
(Wiltshire, England, 2015)

14. polare Strukur
(Wiltshire, England, 2010)

Seite 31

24. komplexe polare Struktur
(Stidkorea, 2008)

Seite 23

Seite 29
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84. einpolare Julia-Menge

31. spitze Polaritdt 73. Auge (Wiltshire, England, 1996)
(Wiltshire, England, 2008) (Wiltshire, England, 2005)
) Seite 75
Seite 32 Seite 66

100. dreifacher Wirbel 125. Doppel-Pentagramm
(Wiltshire, England, 2001) (Wiltshire, England, 2020)

99, sechs Sicheln
(Schweiz, 2007)

Seite 87 Seite 102
Seite 86

Abb. 2: Verschiedene geometrische Strukturen in Kornkreisen

Manche Menschen versuchen zusammen mit der Natur ein Kunstwerk zu erschaffen.
Viele Landart-Projekte sind dadurch entstanden. Einige konnen auch mathematisch
analysiert werden. Wie zum Beispiel der Tree Mountain in Finnland. 11 000 Baume
wurden hier unter der Anleitung der Konzeptionskiinstlerin Agnes Denes auf einem
kiinstlich angelegten Berg gepflanzt. Das Muster, in dem die Bdume stehen, basiert

auf dem goldenen Schnitt. (vgl. Ferro 2018)

Die Natur galt stets als Vorbild fiir die Kunst. So versuchten schon viele Kiinstlerinnen
und Kiinstler die Essenz einer Landschaft auf ihren Leinwanden festzuhalten oder ver-
tieften sich in Naturstudien (wie Leonardo da Vinci). Die Natur selbst konnte aber
auch als eigenstindiges Kunstwerk angesehen werden. Solche Farbenpracht, Rdum-
lichkeit und Details vermag kein*e menschliche*r Kiinstler*in zu erschaffen. ,.Es ist
nicht die Aufgabe der Kunst, die Natur zu kopieren, sondern sie auszudriicken!* (Ho-

nor¢ de Balzac 1831, zit. n. Schefter 2021)
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3.2 Geometrie

Es ist auffillig, wie oft im gleichzeitigen Bezug auf Kunst und Mathematik die Geo-
metrie eine Rolle spielt. Sie erscheint also als bedeutende Schnittstelle zwischen die-
sen beiden Disziplinen. Nicht nur, dass Geometrie Teil der Mathematik in allen Lehr-
plénen ist und in der Kunst oft als Grundlage fiir Konstruktionszeichnungen (wie beim
technischen Zeichnen) gebraucht wird, so gibt es noch weitere erwdhnenswerte As-

pekte, die an beide Bereiche grenzen.

3.2.1 Geometrische Korper in der Kunst

Die platonischen Korper sowie andere geometrischen Polyeder haben viele Kiinstle-
rinnen und Kiinstler fasziniert und wurden somit in ihre Werke aufgenommen. In
Deutschland gab es eine kurze Phase in der Renaissance, in der manche Werke auf
geometrischer Kreativitit aufgebaut waren. Diese wurden unter anderem von heute
eher unbekannten Kiinstlern geschaffen. Auch wurden einige Biicher dazu verfasst:
,Obgleich ihre Biicher einen didaktischen Zweck verfolgten — ndmlich die Demonst-
ration von Methoden der Geometrie und Perspektive —, gibt es nirgends konkrete An-
strengungen, tatsidchlich entsprechende Theorien zu entwickeln* (Wade 2017, S. 142).
Thre Zeichnungen sollten als Beispiele ausreichen. Zu jenen Kiinstlern zdhlen Wenzel
Jamnitzer, Lorenz Stoer und Johannes Lencker. Thre Zeichnungen, Aquarelle und Dru-
cke beinhalten detailreiche Darstellungen von Polyedern und ihren Varianten. Ver-
schachtelungen und korrekte perspektivische Verkiirzungen lassen sie besonders
rdumlich erscheinen (mehr dazu vgl. Wade 2017). Besonders beriihmt aus dieser Zeit
ist Albrecht Diirers Melencolia I (Abb. 3). In diesem Kupferstich sind viele Hinweise
auf Mathematik und andere Wissenschaften versteckt. Es gibt viele umstrittene Theo-
rien iiber die dargestellten Allegorien. Der groe Polyeder in der linken Bildhélfte wird
meist als Rhomboederstumpf oder abgestumpfter Hexaeder verstanden. Ebenso ver-
weisen eine Kugel, ein Zirkel in der Hand der dargestellten Frauenfigur und ein magi-
sches Quadrat? im Hintergrund auf die Mathematik. Des Weiteren gibt es Werkzeuge
und Messinstrumente verschiedener Handwerke und Wissenschaften. Theorien zum
Hintergrund der Erschaffung des Stichs gibt es viele. Bekannt sind unter anderem jene

von dem Briten Patrick Doorly und dem US-Amerikaner Erwin Panofsky. Doch

2 Ein Quadrat mit einem Raster, in dessen Felder Zahlen stehen. Die Summe jeder Reihe, Spalte, Dia-
gonale und der Ecken ergibt jeweils die gleiche Zahl.
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Interpretationen konnen nicht bestétigt werden. ,,Kein grofler Kiinstler bleibt davon
verschont, da3 seine Werke willkiirlich interpretiert werden, dafl ihnen Bedeutungen
zugesprochen werden, die nicht im mindesten in der Absicht des Kiinstlers lagen, eher
seinen Absichten diametral entgegengesetzt sind* (Ernst 2007, S. 18). Wir werden die
Wabhrheit hinter diesem Werk vielleicht nie erfahren. Was aber sicher ist, ist das Inte-
resse Diirers an der Geometrie. Sowohl von Diirer als auch von da Vinci gibt es viele
Skizzen und Zeichenstudien von Polygonen und Polyedern. Sie dokumentieren Details
der geometrischen Objekte und ihrer polygonalen Netze. Diirer verfasste dazu sein

Buch Underweysung der Messung mit dem Zirckel und Richtscheyt.

Abb. 3: Melencolia I, Albrecht Diirer 1514

20



Gemeinsame Bereiche von Mathematik und Kunst

Ein modernerer Kiinstler, welcher Geometrie und Perspektive in seine Werke einband,
ist Maurits Cornelis Escher. Auch wenn er seinerzeit nicht als Kiinstler anerkannt
wurde, zeigten trotzdem Mathematiker, Kristallographen und Physiker gleichermal3en
Interesse an seinen faszinierenden und nicht einzuordnenden Werken (vgl. Ernst 2007,
S. 18). Diese beinhalten unter anderem unmogliche Welten und Gebéude, optische
Téuschungen, Metamorphosen, Parkettierungen geometrischer Tiere, perfekt gezeich-
neter Spiegelungen auf runden Oberflachen und verschachtelte Polyeder. Sein Wissen
iiber Perspektive ist in vielen Vorstudien erkennbar. Escher setzte sich auch mit der
hyperbolischen Geometrie (im Gegensatz zur eher bekannten euklidischen Geometrie)
auseinander, bei der ,,durch jeden gegebenen Punkt auBlerhalb einer Linie genau zwei
Linien parallel zu dieser Linie laufen* (Ernst 2007, S. 112). Dabei sind seine Werke
der Holzschnittreihe Kreislimit entstanden. Er orientierte sich dabei an einer Abbil-

dung des Mathematikprofessors H.S.M. Coxeter (vgl. ebd.).

3.2.2 Perspektive und Fraktale

Ein sehr passendes Beispiel ist die Linearperspektive. Das mathematisch korrekte
Zeichnen von Rdumlichkeit ist seit der Renaissance ein wichtiges Stilelement in vielen
malerischen Werken. Lisa Maria Kuen hat sich dazu ausfiihrlich in ihrer Diplomarbeit
gewidmet (vgl. S. 26-35). Darum wird das an dieser Stelle nicht mehr getan. Genauso
die Fraktale Kunst (vgl. S. 51-62) sowie die Konkrete Kunst (vgl. S. 36-40), die einem
mathematischen Prinzip folgen, sind in der besagten Arbeit untersucht und beschrie-

ben worden.

3.2.3 Architektur und Gérten

Dieses Thema ist so umfangreich, dass allein damit eine Abschlussarbeit gefiillt wer-
den konnte. An dieser Stelle sollen nur wenige Punkte angeschnitten werden. Geomet-
rische Formen findet man vor allem in barocken Schlossgérten. Das Schloss von Ver-
sailles oder Schloss Schonbrunn sind dafiir gute Beispiele. In den Grundrissen erkennt
man, welche Berechnungen hinter den Konstruktionen stecken. Diese sogenannten
formalen Girten erfordern ein gewisses Mall an geometrischem Verstindnis:

»Die Verbindungen zwischen Girten und mathematischen Wissenschaften be-

schrinken sich nicht allein auf die Geometrie oder die Arithmetik, die in Gar-
tenanlagen zu finden sein kann. Bei der Neuanlage eines Gartens gibt es
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zahlreiche Aspekte aus dem Bereich der mathematischen Wissenschaften zu
beachten: die Raumaufteilung erfordert Kenntnisse der Geometrie, denn das
Geldnde muss vermessen und nach Mallgabe des Entwurfs bearbeitet werden;
Kenntnisse der Architektur sind unerldBlich fiir die Ausstattung eines Gartens
(man denke an Orangerien, Pavillons, etc.); die Lehre der Perspektive ist in
frithneuzeitlichen Gérten unverzichtbar.” (Remmert 2008, S. 59)

Auch die Architektur ist eine Mischung aus Mathematik und Kunst. Natiirlich braucht
man die Mathematik, um die statischen Berechnungen hinter den Konstruktionen
durchzufiihren. Und die Kunst ist in dem Sinne vertreten, wenn man die Ausfithrungen
als Kunsthandwerk betrachtet. Aber man findet sie auch im Design. Gerade in Gebéau-
den, welche von Kiinstlern gestaltet wurden, wird die Verbindung starker gefordert. Je
mehr die Kunst in das Design eingebunden ist, desto mehr wird die Mathematik ge-
fordert, um die Ausfiihrung moglich zu machen. Beispiele wiaren Bauwerke von Frie-
densreich Hundertwasser (z.B. Hundertwasserhaus) und Antoni Gaudi (z.B. Sagrada
Familia). Aber auch in der Renaissance sind viele Gebdude von Kiinstlern konstruiert
worden. Ein berithmtes Beispiel ist die Kathedrale Santa Maria del Fiore in Florenz,

die von dem Bildhauer Brunelleschi entworfen wurde.

Ein anderer Versuch, die Mathematik in die Architektur zu bringen, stammt von Le
Corbusier. Der Maler entwickelte eine Figur — den Modulor — welche als Orientierung
fiir die GroBenverhéltnisse in Raumaufteilung oder Mobeldesign dienen sollte. Diese
Figur basiert auf den Proportionen eines Menschen, die wiederum berechnet wurden
(auch der Goldene Schnitt spielt dabei eine Rolle). Die Idee ist an den vitruvianischen

Menschen angelehnt.

3.2.4 Farbraume

Ein sehr zentrales Thema in gestalterischen Disziplinen ist die Farbenlehre. Darunter
fallen Anordnung, Mischungen, Kontraste und Wirkungen. Doch nicht nur Kiinstle-
rinnen und Kiinstler beschéftigen sich mit diesem Thema. Eine umfangsreiche Farben-
lehre stammt von dem Schriftsteller Johann Wolfgang von Goethe. In seinem Buch
erwdhnte er auch das Verhéltnis zwischen Farbenlehre und Mathematik. Doch da Goe-
the beim Verfassen nicht die Gelegenheit hatte, mit einem Mathematiker zusammen-
zuarbeiten, und auch selbst wenig von Mathematik verstand, werden keine konkreten

Aspekte genannt. ,,Der Verfasser des Gegenwirtigen [gemeint ist Goethe selbst] hat
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die Farbenlehre durchaus von der Mathematik entfernt zu halten gesucht, ob sich
gleich gewisse Punkte deutlich genug ergeben, wo die Beihiilfe der MeBkunst wiin-
schenswert sein wiirde* (Goethe 1810, S.168). Er empfiehlt den Mathematikern
,,selbst aufzusuchen, wo denn die Farbenlehre seiner Hiilfe bedarf, und wie er zur Voll-

endung dieses Teils der Naturwissenschaft das Seinige beitragen kann* (ebd.).

Es gibt verschiedene Versuche, die Farben und ihre Mischungen sinnvoll anzuordnen.
Dafiir werden gerne geometrische Flachen wie Kreis(-ring), Quadrat und Dreieck oder
ihre dreidimensionalen Pendants wie Kugel, Wiirfel und Pyramide genutzt. Eine der
neuesten Darstellungen stammt von Harald Kiippers, welcher die Farben in einem
Rhomboeder einordnete (vgl. Kiippers 2016). Als digitale Variante findet sich oft der
Farbwiirfel. Er veranschaulicht besonders gut den RGB- beziehungsweise den CMY -
Farbraum. Dabei ist jede Ecke in einer reinen Farbe gehalten, der Raum dazwischen
weist die Ubergiinge und Mischungen auf. Einander gegeniiberliegende Ecken sind in
den jeweiligen Komplementéirfarben gehalten. Der Wiirfel kann in ein dreidimensio-
nales kartesisches Koordinatensystem eingesetzt werden. Wird das RGB-System be-
trachtet, liegt meist die schwarze Ecke im Koordinatenursprung, bei CMY ist es Weil3

(vgl. Nischwitz, Fischer & Habericker 2007, S. 365).

Bl Zyun

Schwarz /mﬂ

Rot Gelb

Abb. 4: RGB-Wiirfel
Hat der Wiirfel die Kantenldnge 1 und die Farbteile einen Wert zwischen 0 und 1 (also

zwischen 0% und 100%), so konnen folgende Gleichungen aufgestellt werden (ebd.):

(5)-()-)
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Je nachdem, wie genau oder fliissig die Mischungen dargestellt werden sollen, kann
die Anzahl der Zwischenschritte zwischen 0 und 1 variiert werden. Das heifit, wenn
jede Wiirfelkante in 10 Schritten unterteilt wird und somit 10 Farbmischungen hat, so
besteht der gesamte Wiirfel aus 10-10-10=1000 Farbvarianten. Bei 100 Schritten sind
es bereits 1 Millionen Kombinationen. Fiir die meisten Computerprogramme ist eine
Aufteilung in 255 Schritten {iblich. Man konnte diese einzelnen Kombinationen als
Voxel definieren (dhnlich wie Pixel, nur im dreidimensionalen Raum) und diesen
somit Koordinaten oder genauer gesagt Tripel (eine geordnete Menge mit drei
Elementen) zuordnen, zum Beispiel T'(R, G, B), wobei der erste Wert den Farbanteil
von Rot, der zweite von Griin und der dritte von Blau angibt. Das Tripel T'(0,0,0)
beschreibt im RGB-Wiirfel die Farbe Schwarz, T(1,1,1) ist dann Weif3. T(1,0,0)
ergibt das reine Rot. Der Punkt T'(0.5,0.5,0.5) sitzt genau im Zentrum des Wiirfels. Je

mehr Tripel es gibt, desto fliissiger wirkt der Ubergang zwischen den Grundfarben.

3.2.5 Origami

Faltungen sind keine Erfindung der Menschen. In der Natur wird die Faltung in ver-
schiedenen Varianten genutzt: ,,optimiertes Leichtbauprinzip fiir immobile, tragende
Strukturen als auch fiir wandelbare oder flexible Konstruktionen* (Hoffmann & Trautz
2012, S. 8). Kéfer wie der Marienkéfer falten ihre Fliigel nach dem Flug, um sie unter
ihren Deckschalen zu verstauen; Baume wie die Hainbuche bilden ihre Blatter in ei-
nem gefalteten Zustand aus; Schildkrétenpanzer weisen eine Facetten- beziehungs-
weise Punktfaltung auf; Palmblitter sind aufgrund der Faltung in Langsrichtung stabil
und gleichzeitig nachgiebig gegeniiber dem Wind — um nur wenige Beispiele zu nen-
nen. Die Menschen haben Falttechniken in ihren Alltag aufgenommen, wie die Falt-
enbdlge von Ziigen und Bussen oder in der Bauweise von Faltkartons. In der Bautech-
nik wird das Prinzip genutzt fiir beispielsweise Wellbleche, Cabriodédcher und mittler-
weile auch faltbare Hiuser und in der Medizin findet man das Prinzip in Stents (vgl.
ebd.). In Design und Architektur finden verschiedene Falttechniken ebenfalls Anwen-
dung, da sie zugleich stabil, flexibel und platzsparend sind. Selbst in der Mode kom-
men sie zur Geltung. Wie beispielsweise das Origami-Kleid von Lisa Klingersberger,

welches sie im Zuge ihrer Bachelorarbeit 2014 an der Kunstuniversitit Linz
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entwickelte (vgl. Klingersberger 2014). Die Firma Petit Pli nutzt das Prinzip der Falt-
barkeit in ihren Kleidungsstiicken fiir Kinder, um einem globalen Problem entgegen-
zuwirken: Kinder wachsen schnell und brauchen dementsprechend regelméaflig neue
grofere Kleidung. Dabei entsteht jedoch viel Textilabfall. Petit Pli hat Kleidung ent-
wickelt, welche mit den Kindern mitwachsen kann. Zu Beginn ist der Stoff so gefaltet,
dass die Oberflaiche minimal ist. Dank der Faltung kann der Stoff auseinanderausge-

zogen werden, sodass die Kleidung vergroBert wird (vgl. Petit Pli 2021).

Besonders umfangreich ist das Thema der Papierfaltung. Dabei sind Papierschiff und
Kranich bekannte Modelle. Diese aus Japan stammende alte Tradition (bereits ca. 100
v. Chr. wurden neben Papiere auch Stoffe gefaltet) entwickelte sich im Laufe der Zeit
zu einer eigenstdndigen Kunst. Die Kunst des Faltens — Origami (von oru fiir falten
und kami fiir Papier) wurde von Akira Yoshizawa im 20. Jahrhundert modernisiert. Er
entwickelte tiber 50 000 Modelle sowie Faltanleitungen, welche im nach ihm benann-
ten Yoshizawa-Randlett-System (ein einheitliches Notationssystem der Faltschritte)
grafisch dargestellt sind. AuBBerdem entwickelte er das Nassfalten (das Papier wird an-
gefeuchtet), wodurch auch runde und plastische Formen moglich wurden. Unter den
westlichen Origami-Meistern findet sich der US-Amerikaner Robert J. Lang. Fiir seine
gefalteten Modelle — meist Tiere — verwendet er unter anderem das eigens entwickelte
Computerprogramm TreeMaker (vgl. Lang 2015a). Lang gilt als Pionier bei der Ver-

bindung von Origami und Mathematik.

Dass Origami eine Verbindung zur Geometrie hat, ist offensichtlich, wenn man ein
gefaltetes Objekt wieder entfaltet und die entstandenen geometrischen Flichen wie
Dreiecke, Rauten, Drachen, Parallelogramme und Ahnliches betrachtet. Aber mithilfe
dieser Falttechniken konnen auch geometrische Polygone selbst gefaltet werden. Aus
einem quadratischen Papier entstehen ohne weitere Hilfsmittel wie Zirkel oder Lineal
regelmifige Vielecke oder Rechtecke, deren Seiten in einem bestimmten Verhéltnis
stehen, wie beispielsweise 1: ¢, 1:1/2, 1 oder V3 (vgl. Montroll 2012, S. 10-19). Auch
antike mathematische Probleme wie die Dreiteilung eines beliebigen Winkels oder die

Verdopplung eines Wiirfels sind damit moglich.

Was nicht sehr verbreitet ist, ist die Parkettierung. Origami-Tesselation beschreibt eine
bestimmte Art ein Blatt Papier zu falten, worauthin ein Teil des Papiers in den Hinter-
grund riickt und das restliche Papier eine kleinere Oberflache bildet. Dabei wird ein

sich wiederholendes Muster aus geometrischen Fldchen — meist Parallelogramme oder
25



Gemeinsame Bereiche von Mathematik und Kunst

Dreiecke — verwendet. Das zusammengefaltete Papier kann die Eigenschaft haben,
dass es durch Auseinanderziehen in eine Richtung vollstindig entfaltet wird — wie bei
der sogenannten Miura-Ori-Faltung. In der Raumfahrt wird diese Eigenschaft verwen-
det, um ein faltbares Solarmodul (Abb. 5) zu bauen. Dieses kann durch die Faltung auf
geringem Raum transportiert und schlieBlich durch nur einen Motor zu seiner vollstin-

digen GroBe ausgebreitet werden (vgl. Brigham Young University 2013).

Abb. 5: Solarmodul der NASA, Modell 2013

Ein dhnliches Prinzip wurde fiir eine ausfahrbare Linse fiir das Weltraumteleskop
Eyeglass (1999) benutzt. MaBlgeblich daran beteiligt war Robert Lang. Das Teleskop
hat einen Durchmesser von 100 Metern und kann durch die besondere Falttechnik auf
eine GrofBe von nur 10 Metern zusammengefaltet und in der Rakete transportiert wer-

den. (vgl. Lang 2015b)

Es gibt Faltungen, die so flexibel sind, dass sie in eine beliebige gekriimmte Fldche
geformt werden konnen (Abb. 6) und dabei dennoch stabil bleiben. Dies wird vor al-
lem in Design und Architektur zu Nutze gemacht und beispielsweise fiir Tragwerke

genutzt.
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Abb. 6: Flexible Origami-Faltung

Die Mathematik dahinter

Um die Faltung eines Objekts besser zu verstehen und damit auch neue Objekte zu
konstruieren, ist es hilfreich sich mathematische Sétze zu iiberlegen. AuBerdem
braucht es ein paar Regeln, welche die mdglichen Operationen einer Faltung beschrei-
ben. Auf solche Axiome und Sitze wird im Folgenden eingegangen. Dazu werden ein

paar Begriffe benotigt:

e Bergfalte: Das Papier wird nach hinten/unten gefaltet; die Falte ist konvex;
meist durch eine Strichpunktlinie gekennzeichnet

e Talfalte: Das Papier wird nach vorne/oben gefaltet; die Falte ist konkav; meist
durch eine Strichlinie gekennzeichnet

e Knoten(-punkt): Schnittpunkt von Falten
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Huzita-Hatori- bzw. Huzita-Justin-Axiome

Diese Reihe von mathematischen Prinzipien beziiglich Origami wurden um 1990 von
verschiedenen Mathematikern und Origami-Kiinstlern wie Jaques Justin, Humiaki
Huzita und Koshiro Hatori entdeckt und beschrieben. Sie erklidren, welche einzelnen
Faltungen moglich sind — zumindest in der Theorie. Es wird von einem idealen Stiick
Papier und idealen geraden Faltlinien ausgegangen. Ein Punkt bezeichnet im

Folgenden einen Schnittpunkt von zwei Falten.

(A1) Zwei Punkte P und Q kénnen

Q RS
durch eine Falte verbunden werden. s ___..--~---*"";T-
(A2) Ein Punkt P kann auf einen Hnl Q
Punkt Q gefaltet werden. p 1'1 /.1'9
|
\
(A3) Eine Gerade g kann auf eine Ge- _.,x‘gx e
rade h gefaltet werden. =~ rmommmmoo = 34{_? -------
\ —
— h —
(A4) Man kann eine Falte durch einen Pé] _
Punkt P legen, die senkrecht auf einer |
|
Geraden g liegt. l g .
|
(A5) Ein Punkt P kann so auf eine Ge- /c,’o’..'
P. ol
rade g gefaltet werden, dass die Falte © -
durch einen Punkt Q geht. N
7 '

o0

(A6) Die Punkte P und Q konnen auf

die Geraden g und h gefaltet werden.
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(A7) Ein Punkt P kann so auf die Ge- Po_

|
i
rade g gefaltet werden, dass die Falte I
|
|
|
|
|

senkrecht zu einer Geraden h steht. ~—_h

Abb. 7: Huzita-Axiome

,»Die Existenz der jeweiligen Faltung setzt dabei implizit immer voraus, dass die ge-
gebene Konfiguration iiberhaupt eine Losung zulésst. Sind etwa in (A7) die Geraden
g und h parallel und P € g, so ist keine entsprechende Faltung moglich.” (Hunger-
biihler 2013, S. 5)

Satz von Kawasaki-Justin

Dieser Satz von Toshikazu Kawasaki trifft eine Aussage dartiber, ob eine Figur flach
zusammengelegt werden kann, ohne dass weitere Knicke entstehen. Dazu wird das
Faltmuster, genauer gesagt die Knotenpunkte der ungefalteten Figur betrachtet. Man
bezeichne die Winkel um einen Knoten mit a4, @5, ..., @3,. Die Anzahl der Winkel ist
immer gerade — dies folgt aus dem Satz von Maekawa (wird nachfolgend erklért).

Dann gilt:
Der Knoten ist flach faltbar genau dann, wenn gilt:
a, — a, + Az — + Aop—1 — Uy = 0.

,Beweis: Sei der Knoten flach gefaltet. Umrundet man (auf dem gefalteten Papier) den
Knoten auf einem Kreis, so kehrt sich der Umlaufsinn bei jeder Kante um. In der al-
ternierenden Summe ergibt der dabei zuriickgelegte Winkel 0, da man den Knoten im
gefalteten Zustand nullmal umrundet hat und am Ausgangspunkt wieder ankommt.

Die Umkehrung iiberlassen wir dem Leser.* (Hungerbiihler 2013, S. 11)

Allerdings muss die gesamte Figur nicht unbedingt flach zusammengelegt werden
konnen, selbst wenn der Satz in jedem einzelnen Knoten des Faltmusters erfiillt ist,

wie folgende Beispiele zeigen.
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Abb. 8: Gegenbeispiele zur Gesamtfaltbarkeit nach Kawasaki-Justin
Die beiden Faltmuster in Abbildung 8 erfiillen zwar in jedem Knoten Kawasakis The-
orem, sind aber dennoch nicht flach zusammenfaltbar. Im linken Beispiel haben die
Falten [;, [, und [3 keine giiltige Berg-Tal-Falten-Zuordnung. Das heif3t, jede Talfalte
miisste neben einer Bergfalte liegen und umgekehrt. Doch da [, [, und [3 ein Dreieck
ergeben, geht diese Regel nicht auf. In der rechten Figur ist zwar die Berg-Tal-Falten-
Zuordnung giiltig, aber die Position der Knoten beziechungsweise die Lange der Falte
[ erzeugt, dass sich eine Flache und eine Falte kreuzen und somit verhindern, dass die

Figur zusammenlegbar ist. (vgl. Hull 2002, S. 4)

Dies zeigt, dass eine Aussage iiber die vollstindige Figur sehr schwer zu erfassen ist.
Zwar wurden Sitze dazu formuliert, die Ausfiihrung wiirde allerdings an dieser Stelle
den Rahmen der Diplomarbeit iiberragen (fiir weitere Information vergleiche Alperin

& Lang 2006 oder Hull 2002).

Satz von Maekawa

Dieser Satz besagt, dass die Gesamtzahl der Falten gerade ist. Sei dazu M die Anzahl
der Bergfalten (mountain creases) und V die Anzahl der Talfalten (valley creases),

welche sich in einem Knoten eines flachfaltbaren Faltmusters treffen. Dann gilt:
M —-V| =2

,Beweis (nach Siwanowicz): Betrachten wir also einen Punkt, indemsichn =M +V
Falten treffen. Wir falten das Papier in einer Umgebung dieses Knotens flach, schnei-

den die Ecke ab und betrachten den entstandenen Querschnitt (Abb. 9):
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Abb. 9: Beweisidee zum Satz von Maekawa
Wir sehen ein degeneriertes n-Eck. Dabei entspricht eine Talfalte einem Innenwinkel
von 0 und eine Bergfalte einem Innenwinkel von 2m. Die Innenwinkelformel liefert
also 0-V+2r-M=n-2)r =(M+V —2)n. Somit folgt M —V = —2. Dreht
man das Papier um, so erhilt man das andere Vorzeichen.” (Hungerbiihler 2013, S.
10)

Polygon Cutting Theorem (Satz von Demaine, Lubiw & O Rourke)

Jedes Polygon (nicht notwendigerweise zusammenhingend) ldsst sich mit nur einem
Schnitt aus einem gefalteten Papier schneiden. Das bedeutet, es soll fiir jede beliebige
geometrische Figur (nicht nur Grundfiguren, sondern jede Kombination aus konkaven
und konvexen Ecken) eine Faltung geben, sodass aus der gefalteten Version mit nur
einem einzigen geraden Schnitt die gewiinschte Figur entsteht. Abbildung 10 zeigt

zum Beispiel die Faltung fiir einen Schwan.

»Der Beweis ist konstruktiv: Es existieren mittlerweile mehrere Algorithmen, welche

bei gegebenem Polygon ein entsprechendes Faltmuster berechnen.* (Hungerbiihler
2013, S. 8)

X 1 ein Schnitt

Talfalz ~ =eee Bergfalz

Abb. 10: Faltung fiir einen Schwan mit einem Schnitt
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Es gibt noch weitere mathematische Fragestellungen. Zum Beispiel die Frage, auf wie
viele Arten man eine zusammenhédngende Reihe von n Briefmarken falten kann. Auch
gibt es eine Faltfolge, bei der zwischen bereits gefalteten Kanten abwechselnd Berg-
und Talfalten geschoben werden (bezeichnet mit 0 oder 1). Dabei entsteht eine ein-
deutige unendliche 0-1-Folge. Wenn ein Papierstreifen auf diese Weise gefaltet wird
und die Falten alle in einem rechten Winkel fixiert werden, kann auf diese Weise die
sogenannte Drachenkurve konstruiert werden, welche ein Fraktal bildet. Des Weiteren
kann gezeigt werden, dass jedes Faltmuster zweifdrbbar ist, ohne dass zwei gleiche
Farbflachen nebeneinander liegen. Ein weiterer Satz gibt Aussage dariiber, unter wel-
chen Umstdnden nicht zwei Berg- beziehungsweise Talfalten nebeneinander liegen

konnen (vgl. Hungerbiihler 2013, S. 9-11).

3.3 Goldener Schnitt

Der Goldene Schnitt ist...

e ... cine Zahl mit besonderen Eigenschaften

e ... ein Muster, das in der Natur immer wieder auftaucht

e ... eine Proportion, die wir als besonders schon empfinden
e ... ein Stilmittel, das Kiinstler gerne nutzen

e ... und noch einiges mehr (vgl. Brzoska 2015)

Der Goldene Schnitt ist eines der bekanntesten Themen in Bezug auf Mathematik in
der Natur beziehungsweise zur Verbindung von Mathematik und Kunst. Er kann auf
verschiedene Weise beschrieben, hergeleitet, errechnet und konstruiert werden. Zu-
dem gibt es einige Begriffe, die damit zusammenhédngen und im Folgenden niher er-
klart werden. Dabei werden sie vor allem auf mathematischer Ebene beschrieben. Auf
die historische Entwicklung sowie weitere Konstruktionsmoglichkeiten bezieht sich
die Diplomarbeit von Lisa Maria Kuen (S. 11-25). AuBBerdem geht die Autorin auf die
Ausstellung ,,Gottlich Golden Genial. Weltformel Goldener Schnitt?* (2017) im Ber-

liner Museum fiir Kommunikation, kuratiert von Katharina Schilling, ein.
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3.3.1 Goldener Schnitt in der Mathematik
Goldener Schnitt

Die gebrauchlichste Erkldrung ist die des Teilungsverhiltnisses einer Strecke. Man
spricht von einem Goldenen Schnitt, wenn man eine Strecke in zwei Teile spaltet und
sich der kleinere Teil m (Minor) zum groBeren Teil M (Major) genauso verhélt, wie

der groBere Teil M zur gesamten Strecke M + m. Als Bruch ausgedriickt gilt folgendes:

M+m_M

M m

M umfasst dabei etwa 61,8 % und m 38,2 % der gesamten Strecke.

Goldene Zahl

Die irrationale® Zahl, die bei dieser Division entsteht, wird auch als Goldene Zahl be-
zeichnet und meist mit dem griechischen Buchstaben Phi ¢ (oder ¢, @) gekennzeich-

net. Die Zahl ergibt sich durch folgendes Gleichungsschema:

M _ M+m
m M
Lose die rechte Seite auf:
M 1 m 0
m M
M
Ersetze — durch ¢:
m
¢p—1 L =0
(0]
Multipliziere mit ¢:
92 —p-1=0

Diese quadratische Gleichung hat als einzige positive Losung:

1++/5
¢ =

= 1,6180339887498 ...

3 Eine Zahl, die nicht durch Division zweier ganzer Zahlen dargestellt werden kann. Dazu gehoren auch
die Kreiszahl 7, die Eulersche Zahl e sowie v/2.
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Eine weitere Moglichkeit den Goldenen Schnitt zu berechnen, ist der folgende Ketten-

bruch:

Setzt man diese Abfolge lang genug fort, so erhdlt man dennoch nur eine Naherung
von ¢. Aus Zahlentheoretischer Sicht ist die Zahl ¢ interessant, da sie ,,die irratio-
nalste® der irrationalen Zahlen ist. Sie ist von allen irrationalen Zahlen jene, die sich

am schlechtesten durch einen Bruch anndhern lisst. (vgl. Freistetter 2016)

Fibonacci-Zahlen

Im Zusammenhang mit dem Goldenen Schnitt wird oft die Fibonacci-Folge genannt.
Dazu stellte Leonardo da Pisa 1202 in seinem Buch Liber Abaci das sogenannte Ka-
ninchenproblem vor. Es beschreibt die (unrealistische) Fortpflanzung von Kaninchen.
Um zu erfahren, wie viele Nachkommen ein Kaninchenpaar zeugt, werden folgende

Annahmen gemacht:

e Jedes Kaninchenpaar wird im Alter von zwei Monaten gebarfahig.
e Jedes Paar bringt ab dann jeden Monat ein neues Paar zur Welt.

e Alle Kaninchen leben ewig.

,,unter diesen Annahmen lebt im ersten Monat ein Paar; dieses wird im zweiten Monat
gebidrfihig und gebiert im dritten Monat ein weiteres Paar. Auch im vierten Monat
bringt das erste Paar ein neues Paar zur Welt, wihrend im fiinften Monat beide Paare
ein Kaninchenpaar zur Welt bringen. Im fiinften Monat gibt es also insgesamt schon 5
Kaninchenpaare* (Beutelspacher & Petri 1996, S. 87-88). Abb. 11 soll dies verdeutli-

chen.
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Abb. 11: Kaninchenproblem
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Bei dieser Folge bildet die Summe zweier aufeinanderfolgenden Zahlen die néchste

Zahl. Die rekursive Formel dazu lautet: f,,4

len lauten: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55...

= fu + fn_1. Die ersten Fibonacci-Zah-

Um zu verstehen, was diese Folge mit dem

Goldenen Schnitt zu tun hat, betrachtet man den Quotienten zweier aufeinanderfol-

gender Zahlen (Tabelle 1). Dieser ndhert sich immer weiter der Goldenen Zahl ¢. Da

¢ eine irrationale Zahl ist, kann sie jedoch nie exakt durch den Quotienten zweier

Fibonacci-Zahlen dargestellt werden.

R ’]‘;

1 1 =1,0000
1 2 =2,0000
2 3 =1,5000
3 5 ~ 1,6667
5 8 =1,6000
8 13 =1,6250
13 21 ~1,6154
21 34 | =1,6190

Tabelle 1: Fibonacci-Zahlen und ihre Quotienten

fo | fan f’}:

34 55 ~1,6176
55 &9 ~1,6182
89 144 ~1,6180
144 233 ~1,6181
233 377 ~1,6180
377 610 ~1,6180
610 | 987 ~1,6180
987 | 1597 | =1,6180
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Goldenes Rechteck und Dreieck

Ein Rechteck, dessen Seiten sich im Goldenen Schnitt zueinander verhalten, nennt
man ein Goldenes Rechteck. Findet man ein solches Seitenverhéltnis in einem gleich-

schenkligen Dreieck, spricht man von einem Goldenen Dreieck.

Goldener Winkel

Eine Variante des Goldenen Winkels erhilt man, wenn man einen Kreis nach dem

Goldenen Schnitt aufteilt. Das heif3t %;)o. Dabei betréigt der groBBere Teil Major etwa

222,5° und der kleine Teil Minor etwa 137,5°. Meist wird der kleinere Winkel als der
Goldene Winkel bezeichnet. Auch die dabei entstandenen Kreisbdgen verhalten sich

im Goldenen Schnitt zueinander.

Eine andere Moglichkeit fiir den Goldenen Winkel ist zum Beispiel die Winkelteilung
durch die Diagonale in einem Goldenen Rechteck. Dabei erhdlt man die Winkel 31,7°
und 58,3°.

Goldene Spirale

,»Eine Folge von Quadraten, deren Kantenldngen jeweils im Verhéltnis zum Goldenen
Schnitt gebildet werden, fiigt sich wundervoll zu einer spiral-formigen Anordnung zu-
sammen. Wenn Viertelkreise in die Quadrate einbeschrieben werden, dann entsteht die
Goldene Spirale* (Fathauer 2017, S. 98). Genauer gesagt ergeben die Viertelkreise
eine Approximation der Goldenen Spirale (Abb. 12). Die Radien verldngern sich je-
weils um den Faktor ¢ und ergeben damit die Fibonacci-Folge. Die umfassenden

Rechtecke ergeben wiederum Goldene Rechtecke.

Diese Spirale findet sich sehr hdufig in der Natur. Die Anordnung der Kerne einer
Sonnenblume (Abb. 16), der Schwung einer Muschel, die Art wie sich junge Farnspit-
zen einkringeln. Manche menschlichen Ohren haben ebenfalls diesen bestimmten

Schwung.
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Abb. 12: Goldene Spirale

Fiinfeck und Pentagramm

In einem regelmiafBigen Fiinfeck mit der Seitenlénge 1 betragen die Langen der Diago-
nalen genau ¢. Konstruiert man darin ein Pentagramm, so verhalten sich die Ab-
schnitte der Diagonalen ebenfalls im Goldenen Schnitt (Abb. 13). In diesem fiinfza-
ckigen Stern hat jede Strecke und Teilstrecke einen Partner, sodass sie sich im Golde-
nen Schnitt verhalten. Das Pentagramm hatte schon fiir Pythagoras und seine Anha-
nger eine mystische Bedeutung (vgl. Fathauer 2017, S. 98). Auch in anderen Kultur-

kreisen gehort das Pentagramm zu den éltesten magischen Symbolen.

Abb. 13: Fiinfeck mit Pentagramm und Goldenem Schnitt
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Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Will man eine Strecke im Goldenen Schnitt teilen, ohne diesen zu berechnen, kann

folgende Konstruktion mit Zirkel und Lineal hilfreich sein.

Ausgangssituation: Eine beliebige

Strecke AB soll im Verhiltnis des

Goldenen Schnitts geteilt werden. : e

Konstruiere den Mittelpunkt M der
Strecke AB.

M

Konstruiere durch B eine zu AB senk-

rechte Gerade.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
I
I
® M 3
1
1
1

Schlage mit dem Zirkel die Liange MB ic
auf der Senkrechten ab und markiere T
den Punkt C. i

Verbinde die Punkte A und C.

Schlage die Lange BC auf der Strecke
AC ab und markiere den Punkt S.
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Schlage die Linge AS auf der Strecke
AB ab und markiere den Punkt T.

Die Strecken AT und TB bilden die
Teilstrecken des Goldenen Schnitts.

Abb. 14: Konstruktion des Goldenen Schnitts

Eine weitere einfache Methode den Goldenen Schnitt darzustellen, ist folgende Pa-
pierfaltung: Nimmt man einen langen, gleichmafBig breiten Papierstreifen (zum Bei-
spiel 1 cm breit, 10 cm lang) und macht einen einfachen Knoten hinein, so zeigt der
flachgedriickte Knoten ein regelmiBiges Fiinfeck mit einer vollstindig sichtbaren und
einer zum Teil verdeckten Diagonalen (Abb. 15). Der Schnittpunkt dieser beiden mar-
kiert den Goldenen Schnitt.

Abb. 15: Goldener Schnitt im Papierknoten

3.3.2  Goldener Schnitt in der Natur

Ein Beispiel: Die Rose. Die Bliitenblitter einer Rose sind nicht willkiirlich, sondern in
schoner RegelmiBigkeit angeordnet. Betrachtet man die Rose von oben, erkennt man
die Prazision dieser Anordnung. Jedes Bliitenblatt hélt exakt denselben Abstand zu
dem Blatt ein, das davor gewachsen ist (ausgehend von der Mitte der Bliitenblétter).

Zieht man einen Kreis um die Rose, so teilt der Abstand dieser beiden Blitter den
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Kreis immer im Winkel von genau 137,5 Grad — dem Goldenen Winkel. (vgl. Brzoska
2015) Abbildung 16 soll dies schematisch darstellen. Dabei erkennt man, dass durch
die Bliitenblatter die Goldene Spirale in beide Richtungen gelegt werden kann.

Abb. 16: Schematische Darstellung einer Rose

Natiirlich gibt es noch andere Muster, in denen Blétter angeordnet sein konnen. Zum
Beispiel um 180° versetzt, also einander gegeniiber. Warum welches Muster bei wel-
cher Pflanzenart zu finden ist, konnte die Evolution erklaren. Jene Strukturen, die sich
bei der Evolution durchsetzen konnten, haben sich als besonders niitzlich erwiesen.
Dazu gehort auch der Goldene Schnitt. Sein Vorteil konnte darin bestehen, dass die
Pflanze auf diese Weise besonders gut Sonne und Regen ausnutzen kann. Die Bliiten-
blétter verdecken jeweils nur einen Teil der darunter liegenden Blétter. Also erreicht
die Sonne alle Blitter. Bei anderen Strukturen, bei denen beispielweise die Blatter ei-
nander gegeniiberliegen, kann es passieren, dass darunterliegende Blatter gar kein
Licht abbekommen. ,,Die Blattstellung nach dem Goldenen Winkel bietet Pflanzen,
die besonders viel Licht brauchen, also einen gewissen Vorteil*“ (Brzoska 2015). Es

konnte auch was mit den Nahrstoffen zu tun haben.
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,,Neue Blitter werden bei wachsenden Pflanzen unmittelbar hinter der Spross-
spitze, also der Spitze des Stdngels angelegt. Bei Untersuchungen des mit der
Kresse verwandten Ackerschmalbandes (Arabidopsis thaliana) fanden [For-
scher] zunichst, dass neue Blétter immer dort entstehen, wo die Konzentration
des Wachstumshormons Auxin am hdchsten ist. [...] Das Zusammenspiel zwi-
schen Protein und Wachstumshormon sorgt dafiir, dass bereits angelegte Blatt-
knospen weiteres Auxin aufnehmen und dadurch verhindern, dass sich in ihrer
direkten Umgebung neue Blétter bilden konnen. Dort ist dann die Konzentration
des Wachstumshormons zu gering. Auf diese Weise entsteht eine geometrische
Anordnung, bei der aufeinanderfolgende Blitter exakt durch den goldenen Win-
kel getrennt sind.” (Tillemans 2003)

Auch bei anderen Pflanzen ist der Goldene Schnitt zu entdecken. Salat- und Kohl-
kopfe, Artischocken oder Aloe Vera zeigen ebenfalls diese Blattanordnung. Bei den
Schuppen einer Ananas, Sonnenblumenkernen (Abb. 17), Tannenzapfen oder Roma-
nesco ist dagegen die Fibonacci-Spirale zu erkennen. Es ergeben sich gleichzeitig
linksdrehende als auch rechtsdrehende Spiralen. ,,Das Bemerkenswerte ist nun, dass
die Anzahl der Spiralen immer benachbarte Zahlen aus der Fibonacci-Reihe sind. Bei
der Ananas sind es oft acht linksdrehende und 13 rechtsdrehende Spiralen. Bei der
Sonnenblume kommen hiufig die Zahlenpaare 34 und 55 vor.“ (Brzoska 2015) Auch
die Anzahl von Bliitenbléttern stimmen oft mit den Fibonacci-Zahlen {iberein. Je nach
GroBe der Pflanze variiert die Anzahl. Sucht man nach groferen Dimensionen, in de-

nen die Fibonacci-Spirale vorkommt, so kann man Wetterphdnomene beobachten. Aus

dem All betrachtet nehmen manche Hurrikans diese Form an.

Abb. 17: Goldene Spirale in einer Sonnenblume

41



Gemeinsame Bereiche von Mathematik und Kunst

Die Goldene Proportion findet sich auch im menschlichen Koérper — zumindest ndhe-
rungsweise. Das Verhiltnis zwischen der Lange der Fersen bis zum Bauchnabel und
von dort aus bis zum Scheitel. Genauso zwischen Ober- und Unterschenkel oder Hand-
fliche zu den Fingern. Selbst im Gesicht finden sich manchmal Goldene Schnitte. In
diesem Fall wird ein solches Gesicht als besonders &dsthetisch empfunden. (vgl. auch

Zeising 1854, ab S. 176)

Fiir den deutschen Philosophen Adolf Zeising ,,war der Goldene Schnitt ein &stheti-
sches Idealmal}. Deswegen hat er keine echten Menschen vermessen, sondern seine
Theorie anhand klassischer Statuen der Antike entwickelt. Seiner Meinung nach kam
in solchen kiinstlerischen Darstellungen die menschliche Gestalt am besten zum Aus-
druck.* (Brzoska 2015) Dass der Goldene Schnitt nur ansatzweise im Menschen zu
finden ist, bedeutet wohl, dass er fiir die Funktion des Kdrpers und seine Fahigkeiten
keine Rolle spielt. Der Mathematiker Giinter Ziegler meint dazu, der Mensch sei nicht
prizise und nicht nach einem mathematischen Konstruktionsprinzip gebaut. ,,Wir
miissen da schon aufpassen, dass wir da nicht einfach immer irgendwelche Zahlenver-

héltnisse reininterpretieren.* (zit. n. Brzoska 2015).

Wie ein Mensch mit ,,perfekten Proportionen® ausséhe, haben die Bildhauer in der
Antike und Renaissance in vielen Statuen und Plastiken dargestellt. Zeising fiihrt dafiir
unter anderen den Apollo von Belvedere sowie die mediceische Venus an und analy-
siert diese nach ihren Proportionen (Zeising 1854, S. 175). Auch Leonardo da Vinci
fertigte viele analysierende Zeichnungen zu diesem Thema. Bei der Federzeichnung
zum Vitruvianischen Menschen setzte er den menschlichen Korper mit den Idealfigu-
ren Kreis und Quadrat in Bezug zueinander. Genauso befasste sich Albrecht Diirer
ausgiebig mit diesem Thema und verfasste die Vier Biicher von menschlichen Propor-
tionen. Michelangelo hingegen stand der Proportionslehre von Diirer kritisch gegen-
tiber:

»---] daB3 er [Michelangelo] den Albrecht Diirer liest, dieser ihm sehr schwach

vorkommt, da er in seinem Geiste sieht, um wie vieles schéner und niitzlicher

dieser sein Entwurf iiber selbige Materie [die Anatomie] wére. Und um die

Wahrheit zu sagen, Albrecht handelt nur von den Maflen und der Verschieden-

heit der Korper, davon man eine sichere Regel nicht geben kann, und macht die

Gestalten wie Pfihle; von dem aber, was das wichtigste ist, von den menschli-

chen Gebirden und Bewegungen, sagt er kein Wort.* (aus ,,Das Leben des Mi-
chelangelo Buonarroti®, zit. n. Rupprich 1959, S. 25f)
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Es gibt noch einen weiteren Aspekt, bei dem der Goldene Schnitt im Korper vor-

kommt: Die DNA. Genauer gesagt in der Konstruktion der Doppelhelix.
,»Die beiden Helices der DNA winden sich, topologisch betrachtet, um einen
virtuellen Hohlkorper. Dabei sind sie um 120° versetzt. In der Literatur wird der
Durchmesser der Doppelhelix mit 2 nm und die Hohe der Wendel mit 3,4 nm
angegeben. Rechnerisch ergibt sich daraus ein Steigungswinkel von 28°. So-
wohl das Verhiltnis von Durchmesser und Hohe mit 1 zu 1,7 als auch der Stei-
gungswinkel liegen sehr nahe, aber eben nicht genau am Verhéltnis des Golde-
nen Schnittes. Nun reagieren die Verhiltniszahlen sehr sensibel auf Anderun-
gen, was zu ,Anpassungen‘ verleitet. Wird der Durchmesser der DNA auf 2,1
nm definiert, errechnet sich ein Verhéltnis, das mit 1 zu 1,62 genau dem Golde-

nen Schnitt entspricht. Die Festlegung dieses Durchmessers ist jedoch willkiir-
lich.” (Quadbeck-Seeger 2020)

Da die beiden Helices nicht um 180° versetzt sind, sondern um 120°, entstehen zwel
unterschiedlich breite Abstinde zwischen ihnen. Die Breiten dieser Abstinde verhal-

ten sich ebenfalls im Goldenen Schnitt zueinander.

Bleibt man im Bereich der Naturwissenschaft, so konnen noch die Quasikristalle er-
wihnt werden. Dies sind Kristalle, deren Struktur als unmoglich galten. Die Muster,
in denen die Kristalle eine Oberflache bilden, wiederholen sich nicht, aber: ,,In den
Quasikristallen folgen die unterschiedlichen Abstinde zwischen den Atomen dem gol-
denen Schnitt™ (Odenwald 2013, S. 2). Diese Muster findet man auch in mittelalter-
lich-arabischen Mosaiken wie etwa in der spanischen Alhambra in Granada oder dem
Darb-i-Imam-Schrein in Iran. ,,Diesem Mosaikmuster folgen zwar mathematischen

Regeln, wiederholen sich aber nie* (ebd.).

Eng damit verwandt ist die Penrose-Parkettierung. Mit nur zwei verschiedenen geo-
metrischen Flichen ldsst sich eine Ebene liickenlos parkettieren — wobei sich das
Grundschema nie periodisch wiederholt. Die Flichen — zwei unterschiedliche Rauten
— basieren auf dem Goldenen Schnitt. Verwendet man 1 als die Lange der Seiten, so

hat die langere Diagonale der breiteren Raute die Lange ¢. Die schmalere Raute hat
eine Diagonale der Lénge % Auch die Flicheninhalte der beiden Rauten sowie die

Anzahl der jeweils verwendeten Kacheln verhalten sich im Goldenen Verhiéltnis zuei-

nander. (vgl. Behrends 2018, S. 251-264)

3.3.3 Goldener Schnitt in Kunst und Architektur
Spricht man vom Goldenen Schnitt, so bringen ihn die meisten Menschen wahrschein-

lich mit der Kunst in Verbindung. Hier wird er als besonders schon und harmonisch
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erachtet. Wie bereits im vorherigen Abschnitt erwéhnt, tritt diese gottliche Proportion
hiufig in Skulpturen der Antike auf. Damals wurde das Teilungsverhiltnis auch in
Bauwerken verwendet. Der Parthenon auf der Athener Akropolis ist dafiir ein gutes
Beispiel. Sowohl in seiner Fassade als auch im Grundriss finden sich mehrfach Gol-
dene Schnitte. Auch den groBen Pyramiden in Agypten werden Goldene Schnitte nach-
gesagt, aber es ist stark umstritten, ob diese bewusst eingearbeitet wurden. Desglei-
chen ist in vielen Malereien der Renaissance dieses Schema zu finden — wenn auch
hier nicht immer klar ist, ob gewollt oder Zufall. In manchen barocken Kirchen ent-
deckt man an den wulstigen Séulen einen Goldenen Winkel — welcher an die Steigung
einer DNA-Doppelhelix erinnert. Ob aber der Goldene Schnitt bewusst in vielen

Kunstwerken eingesetzt wurde, ist oft umstritten.

3.4 Bildanalyse vs. Kurvendiskussion

Ein Aspekt, der sowohl in der Mathematik als auch in der Kunst einen grofen Bereich
umfasst, ist das genaue Beobachten, Beschreiben und Interpretieren von Sachverhal-
ten. In der Kunstgeschichte werden dazu Gemélde und andere Kunstwerke analysiert.
Bei der Mathematik kommt das zum Beispiel bei der Kurvendiskussion vor. Im Fol-
genden mochte ich einen Vergleich zwischen der Kurvendiskussion und einer Bildan-

alyse versuchen.

Zuerst zu den Begriffen: Unter einer Bildanalyse oder -betrachtung versteht man die
visuelle Untersuchung von kiinstlerischen Werken. Dabei geht man systematisch vor.
Man betrachtet ein Bild unter Beriicksichtigung verschiedener Kriterien, wie Bildin-
halt, Komposition, Lichtfiihrung, Rdumlichkeit und Farbe. Letztendlich kommt die In-
terpretation des Dargestellten. Die Kurvendiskussion ist ein Teilgebiet der Analysis.
Sie beschéftigt sich mit der geometrischen Untersuchung eines Graphen einer Funk-
tion. Dabei werden charakteristische Punkte wie die Schnittpunkte mit den Koordina-
tenachsen, Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte, Steigung oder das Verhalten im Un-

endlichen, betrachtet.
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3.4.1 Beispiele

Da nicht alle Leserinnen und Leser dieser Arbeit in sowohl Analysis als auch Bildbe-
trachtung geschult sind (beziechungsweise das Wissen dariiber eventuell seit der Schul-
zeit verloren haben), soll im Folgenden je eine beispielhafte Analyse durchgefiihrt
werden. Die dabei auftretenden Ahnlichkeiten und Unterschiede werden anschlieBend

in Worte gefasst.

Bildanalyse

Abb. 18: Die Schule von Athen, Raffael 1510-11

3

Ein besonderes Werk der italienischen Hochrenaissance stellt ,,Die Schule von Athen’
(1510-11) von Raffael Sanzio dar. Das Fresko innerhalb der Papstresidenz zeigt die
groBen Wissenschaftler und Philosophen der Antike. Raffael will damit die Verbin-
dungen zwischen dem Wissen des klassischen Altertums und dem Christentum dar-
stellen (vgl. Mason 2009, S. 53) und damit den Humanismus festhalten. Dabei seien
einige Philosophen durch Portraits von zeitgendssischen Kiinstlern reprasentiert. Man
erkennt die beiden grof3ten Philosophen des Altertums Platon (als Leonardo da Vinci)
und Aristoteles in der Bildmitte. Euklid oder Archimedes (als Donato Bramante) hilt
in der rechten unteren Ecke Geometrieunterricht. Neben thm Ptolemdus mit einem
Globus. Heraklit (als Michelangelo) sitzt in der unteren Mitte. Neben Platon steht Sok-

rates. Diogenes liegt auf den Stufen. Links unten erkldrt Pythagoras seine
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Proportionslehre. Raffael hat sich selbst ebenfalls ins Bild gesetzt (rechts unten). Es
sind noch viele weitere Personen gemalt, deren Zuordnung jedoch umstritten ist. Im
Hintergrund verweisen Torbogen, Tonnengewdlbe, Pilaster und Nischenplastiken auf
ein méichtiges Gebédude. Die Architektur des Bauwerkes ist angelehnt an den Entwurf
fiir den neuen Petersdom von Donato Bramante. Dieses Bild zeigt die Wichtigkeit der
Antike fiir die Menschen der Renaissance. Philosophie und Wissenschaft stehen zu-

sammen mit den Kiinsten auf einer Ebene. (ebd.)

An dieser Stelle sollte erwdhnt werden, wie wichtig kontextuelles Wissen fiir eine Bil-
dinterpretation ist. Ohne Anhaltspunkte, wie bestimmte Symbole oder Anekdoten, ist
es kaum moglich, den Inhalt eines Kunstwerkes in eine umgebende Geschichte einzu-
betten oder zu deuten. In diesem Beispiel konnte man den abgebildeten Personen keine

konkreten Personlichkeiten zuordnen.

Eine Kompositionsanalyse zeigt, wie viele genaue Uberlegungen noch vor dem Ge-
stalten des eigentlichen Freskos geschehen sein miissen. In Abbildung 19 sind einige
dieser Schemen farblich nachgezogen. Es fallt besonders auf, dass das Bild eine senk-
rechte Symmetrieachse besitzt. Auch teilt eine waagrechte Linie auf der Mitte des
Freskos das Bild in zwei Hélften: In der oberen Hélfte ist nur die Architektur des Hin-
tergrundes zu sehen. In der unteren Hélfte tummeln sich die dargestellten Personen.
Ganz deutlich ist auch die perfekte Zentralperspektive zu erkennen, deren Fluchtpunkt
auf der Mittelsenkrechten etwas unterhalb der Halfte — zwischen Platon und Aristote-
les — liegt. Die sich wiederholenden Kreisbdgen des Deckengewdlbes lassen das Ge-
bdude rdumlich erscheinen, als konne die Betrachterin oder der Betrachter selbst in
den Raum steigen. Ein besonderes Merkmal dieser Komposition sind die vielen Gol-
denen Schnitte. Beispielsweise liegt der Fluchtpunkt genau auf dem Goldenen Schnitt
zwischen dem oberen und unteren Rand des Gesamtbildes. Ein weiteres goldenes Ver-
héltnis zwischen dem Fluchtpunkt, der oberen Waagrechten des hintersten Torbogens
und dem oberen Kreisbogen des zweiten Tores. Auch horizontal sind die Goldenen
Schnitte zu finden, wie zum Beispiel der Abstand zwischen den beiden Statuen auf
dem zweiten Tor und dem Abstand zwischen Statue und Bildrand. Es sind noch wei-
tere solcher Verhiltnisse in diesem Fresko eingebaut, welche an dieser Stelle nicht

weiter angefiihrt werden.
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Halbierende
Achsen:
———

Fluchtlinien:

Kreishogen:

Goldener

Schnitt:

Abb. 19: Kompositionsanalyse der Schule von Athen

Kurvendiskussion

Im Folgenden soll eine Kurvendiskussion veranschaulicht werden. Es sei gegeben:

3
f(x) = 0,5x3 —Exz —3x+4

Tabelle 2: Kurvendiskussion

Definitionsmenge:

Die Definitionsmenge der obigen
Funktion besteht aus jenen Zahlen, die
fiir x eingesetzt werden diirfen. In die-

sem Fall sind dies alle reellen Zahlen.

Wertebereich:

Der Wertebereich sind jene Zahlen,
die f(x) erreichen kann. In diesem

Fall sind dies alle reellen Zahlen.

Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen):

Die erste Nullstelle kann durch Raten

gefunden werden:

f(1)=05-1>-15-12-3-1+4
=05-15-3+4
=0
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Somit ist bei 1 eine Nullstelle.
Fir die weiteren Nullstellen fiihrt man
eine Polynomdiskussion mit der ge-

fundenen ersten Nullstelle durch:

Losen mit der allgemeinen quadrati-
schen Gleichung (,,Mitternachtsfor-

mel®):

x1 = 1
(05x3 —1,5x2 —-3x+4)~(x—1)
=05x2—x—4

1+/(-1)%2-4-05"(-4)

X253 = 20,5
REICH
==

xZ = 4‘,X3 = _2

1+£3

Damit sind die Nullstellen bei den x-

Werten —2, 1 und 4.

Schnittpunkte mit der y-Achse:

Setze x = 0 und berechne den Funkti-

3
f(0)=050-5-0-3-0+4=4

onswert:
Der Graph schneidet die y-Achse an
der Stelle y = 4.
Symmetrieverhalten:
Es gilt: f(=x) = 0,5(—x)% — 1,5(—x)?

o f(—x) = f(x): achsensymmet-
risch zur y-Achse

e f(—x) = —f(x): punktsymmet-
risch zum Ursprung

Setze also —x in die Funktion ein:

—3(—x) +4
= —0,5x3 — 1,5x2
+3x+4
* () # —f(x)
Der Funktionsgraph ist also weder

achsen- noch punktsymmetrisch.

Verhalten im Unendlichen:

Wie verhalten sich die Funktions-
werte, wenn x immer kleiner bzw.

grofer wird:

lim 0,5x3 —1,5x> —3x+4 =

X—00

lim 0,5x3 —1,5x2 —3x +4 = —

X——00

Monotonie und Extremwerte:

Berechne 1. Ableitung:

Berechne 2. Ableitung:

Berechne die Nullstellen der 1. Ablei-
tung:

f'(x) =1,5x%>—-3x—3
fl'(x) =3x-3
ff(x)=0 & 0=1,5x2—-3x—3
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Um zu bestimmen, ob ein Hoch- oder
Tiefpunkt vorliegt, werden die x-
Werte in die 2. Ableitung eingesetzt.
Es gilt:

o f"(x) > 0: Tiefpunkt

e f"(x) < 0: Hochpunkt

Die zugehorigen Funktionswerte be-

rechnen:

Punkte angeben:

Steigungsverhalten angeben:

3+,(-3)2-4-15-(-3)

X1,2 =

2-1,5
_3+V27 34343
-3 3
=1++3

x;=1+V3,x,=1-+3

f'(1++v3)=3-(1++V3)-3
=3V3>0
f'(1-+v3)=3-(1-v3)-3
=-3V3<0
Hochpunkt bei x;, Tiefpunkt bei x,

f(1++3)=-3V3

f(1-v3)=3V3
H(1++/3]|-3V3)
T(1 - V3|3v3)

Der Graph steigt flir
x € |—00;1 =3[ und |1 + V3; o[
und fallt fiir x € |1 —v3;1+ V3.

Kriimmung und Wendepunkte:

Nullstelle der 2. Ableitung berechnen:

Den zugehorigen Funktionswert be-

rechnen:

Punkt angeben:

Setze einen Wert vor und nach dem

Wendepunkt ein. Es gilt:

e f"(x)>0:f(x) istlinksge-
kriimmt

e f"(x) <0:f(x) istrechtsge-
kriimmt

ffx)=0e3x-3=0ox=1
f()=0

W (1]0)

£7(0)=-3<0
F1(2)=3>0
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Kriimmungsverhalten angeben: Der Graph ist rechtsgekriimmt fiir
X € ]—o0; 1[ und linksgekriimmt fiir
X € ]1; oo].

Der zugehorige Funktionsgraph sieht folgendermallen aus:

-3

-2

]

Abb. 20: Funktionsgraph 3. Grades

Auch fiir die Kurvendiskussion ist ein gewisses Hintergrundwissen vorausgesetzt.
Ohne dieses konnten die wesentlichen Fragen weder beantwortet noch die Ergebnisse
interpretiert werden. Das heift, man muss die Vorgehensweisen, Rechenregeln und

Interpretationen der Ergebnisse kennen.
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3.4.2 Unterschiede

Beide Schemata gehen sehr strukturiert vor. Sie lassen nicht viele Freiheiten in der
Vorgehensweise zu, abgesehen von der Reihenfolge der Fragen. Worin unterscheiden
sich diese Schemata also? Es sind die Emotionen. Der Graph einer Funktion ruft wahr-
scheinlich nur sehr selten Emotionen bei der betrachtenden Person hervor. In der
Schule kann es vorkommen, dass eine Kurvendiskussion bei den Schiilerinnen und
Schiilern Wohlbefinden (wenn sie die Aufgabe leicht 16sen konnen) oder Unbehagen
(wenn die Aufgabe ihre Fahigkeiten iibersteigt) auslost. Doch diese Gefiihle sind meist
nicht von langer Dauer. Ein Kunstwerk stattdessen kann viele verschiedene Empfin-
dungen beim Betrachter oder bei der Betrachterin hervorrufen und diese fiir lange Zeit

beschiftigen.

Ein weiterer Unterschied ist, dass eine Kurvendiskussion weit weniger Worte braucht
als eine Bildanalyse. In der Kurvendiskussion reicht die mathematische Sprache der
Zahlen, Zeichen und Buchstaben aus, um die Kernaussagen zu vermitteln — vorausge-
setzt, die Leserschaft kann die Ergebnisse korrekt einordnen. Die Bildbetrachtung
kann vielseitig interpretiert werden und darum sollte sie ausfiihrlicher beschrieben

werden, um Missverstindnisse zu vermeiden.

3.4.3 Verkniipfung

Zieht man nun einen Vergleich von Bildbetrachtung (genauer: Kompositionsanalyse)

und Kurvendiskussion, so kdnnte man folgende Aspekte einander gegeniiberstellen:

Tabelle 3: Bildanalyse vs. Kurvendiskussion

Bildanalyse Kurvendiskussion

Um welche Gattung handelt es sich? Welchen Grad hat der Graph?

Welche Daten sind vorhanden? (Titel, In welchem Bereich ist der Graph defi-

Kiinstler, Jahr) niert?

Wie verhilt sich der Bildausschnitt? Wo liegen die Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen?

Gibt es eine oder mehrere Symmetrie- | Ist der Verlauf des Graphen achsen-

achsen im Bild? oder punktsymmetrisch oder keines von
beidem?
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Welche Punkte im Bild lenken die Auf- | Wo liegen die Hoch- und Tiefpunkte
merksamkeit des Auges auf sich? des Graphen? Gibt es Sattelpunkte?

Gibt es irritierende Punkte, die einen Hat der Graph Wendepunkte?
Twist in der Harmonie des Bildes er-

zeugen?

Gibt es unsichtbare Linien, die die Bild- | Hat der Graph Polstellen oder Liicken
inhalte voneinander trennen oder sich (Werte, die der Graph nicht annehmen

an ihnen orientieren? darf)? Und gibt es darum Asymptoten?

Um in der Mathematik diese charakteristischen Punkte zu finden, miissen die erste und
zweite Ableitung (selten hoher) der Funktion gebildet werden. Vielleicht kdnnte man
das gleichsetzen mit der Betrachtung der inhaltlichen Vielschichtigkeit eines Bildes.
Letztendlich kommt die Interpretation. Bei der Bildanalyse geht es dabei darum eine
Aussage zu finden, was sich der Kiinstler/die Kiinstlerin bei der Erstellung des Bildes
gedacht haben konnte. Bei der Kurvendiskussion wird nicht immer eine Interpretation
verlangt. Doch oft ist sie Teil der Aufgabenstellung, wenn es darum geht, einen maxi-
malen oder minimalen Wert zu finden (sogenannte Extremwertaufgaben). Dann muss
am Ende ein Antwortsatz geschrieben werden, welcher Wert fiir den verlangten Sach-

verhalt in Frage kommt.

Was wiirde nun passieren, wenn wir versuchen, ein Kunstwerk mithilfe des Schemas
einer Kurvendiskussion zu analysieren? Und konnte man den Graphen einer Funktion
als Werk sehen und eine Bildanalyse vornehmen? Welche Bilder oder Graphen eignen
sich dazu? Versuchen wir es einmal mit folgendem Gemaélde: ,,Bonaparte beim Uber-
schreiten der Alpen am Grof3en Sankt Bernhard* von Jacques-Louis David aus dem

Jahr 1800 (Abb. 21).
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Abb. 21: Bonaparte beim Uberschreiten der Alpen am Grofsen Sankt Bernhard, 1800

Tabelle 4: Bildanalyse vs. Kurvendiskussion: Bonaparte

Bildanalyse Kurvendiskussion
Um welche Gattung handelt es sich? Welchen Grad hat der Graph?
Historienmalerei Unterschiedlich

Welche Daten sind vorhanden? (Titel,
Kiinstler, Jahr)

Bonaparte beim Uberschreiten der Al-
pen am GrofBlen Sankt Bernhard, Jac-
ques-Louis David, 1800, 259 x 221 cm,
Ol auf Leinwand

In welchem Bereich ist der Graph defi-
niert?

3394 x 4134 Pixel, 300 dpi, RGB-Far-
braum, JPG-Datei

Wie verhidlt sich der Bildausschnitt?
Bonaparte und das Pferd sind komplett
abgebildet, der Hintergrund ist abge-
schnitten.

Wo liegen die Schnittpunkte mit den Ko-
ordinatenachsen?
Nicht erkennbar.
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Gibt es eine oder mehrere Symmetrie-
achsen im Bild?

Nein.

Ist der Verlauf des Graphen achsen-
oder punktsymmetrisch oder keines von

beidem?
Keines von beidem.

Welche Punkte im Bild lenken die Auf-
merksamkeit des Auges auf sich?
Das Gesicht Bonapartes, seine Hande,

Accessoires an der Hiifte, der Pferde-
kopf.

Wo liegen die Hoch- und Tiefpunkte des
Graphen? Gibt es Sattelpunkte?

Ein Hochpunkt konnte am Kopf des
Pferdes liegen. Ein Tiefpunkt kdnnten
die Hinterhufe darstellen. Der Sattel des
Pferdes konnte ein Sattelpunkt sein.

Gibt es irritierende Punkte, die einen
Twist in der Harmonie des Bildes er-
zeugen?

Vielleicht die Gesten Bonapartes.

Hat der Graph Wendepunkte?
Der Sattelpunkt des Pferdes ist auch ein
Wendepunkt.

Gibt es unsichtbare Linien, die die Bild-
inhalte voneinander trennen oder sich
an ihnen orientieren?

Durch das Pferd sowie durch die Stein-
struktur und Berge im Hintergrund er-
scheint eine Diagonale Linie von links
oben nach rechts unten.

Hat der Graph Polstellen oder Liicken
(Werte, die der Graph nicht annehmen
darf)? Und gibt es darum Asymptoten?
Nicht erkennbar.

Die Fragen einer Kurvendiskussion auf ein Bild zu iibertragen ist also komplizierter

als man zu Anfang meinen mochte. Eine weitere Idee ist es, liber das Bild ein paar

Graphen zu legen, so dass einige markante Linien des Bildes als Funktionen berechnet

werden konnen (Abb. 22). Das ist vor allem bei Bildern mit klaren Konturen oder

gebogenen Linien, an denen sich das Gezeigte orientiert, machbar.
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Abb. 22: Bonaparte mit angedeuteten Funktionsgraphen

Aber auch hier tauchen viele Unklarheiten auf. Zumal es schwierig und aufwendig ist,
passende Funktionsgleichungen zu finden (man kdnnte es zum Beispiel mit der New-
ton-Interpolation versuchen). Letztendlich wiirde man aber nur weitere Funktionen
analysieren, die eigentlich nichts mehr mit dem Bild zu tun haben. Also suche ich nach
einer anderen Moglichkeit. Doch zuvor soll das Experiment umgekehrt werden: Kann
man einen Funktionsgraphen als Bild behandeln? Der folgende Graph hat die Funkti-
onsgleichung f(x) = —x® — 2x> + 2x* + 4x3.
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3.5

25

0.5 1

Abb. 23: Funktionsgraph 6. Grades

Tabelle 5: Bildanalyse vs. Kurvendiskussion: Funktionsgraph

Bildanalyse

Kurvendiskussion

Um welche Gattung handelt es sich?
Funktionsgraph

Welchen Grad hat der Graph?
6. Grad

Welche Daten sind vorhanden? (Titel,
Kiinstler, Jahr)

,Funktionsgraph 6. Grades*, Ines
Brantl, 2021

In welchem Bereich ist der Graph defi-
niert?

Definitionsbereich: x € R
Wertebereich: f(x) € |—o0; 3,27]

Wie verhdlt sich der Bildausschnitt?
Der Graph ist unten abgeschnitten. Die
wichtigen Informationen befinden sich
um den Ursprung des Koordinatensys-
tems, welcher im Bildzentrum liegt.

Wo liegen die Schnittpunkte mit den Ko-
ordinatenachsen?

y-Achse: (0/0)

x-Achse:

(=2]0),(=1,41]0), (0]0), (1,41]0)

Gibt es eine oder mehrere Symmetrie-
achsen im Bild?

Nein, gibt es nicht.

Ist der Verlauf des Graphen achsen-
oder punktsymmetrisch oder keines von
beidem?

Weder noch.
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Welche Punkte im Bild lenken die Auf-
merksamkeit des Auges auf sich?

Die Extrempunkte sowie der Sattel-
punkt im Ursprung.

Wo liegen die Hoch- und Tiefpunkte des
Graphen? Gibt es Sattelpunkte?
Hochpunkte:

(—1,79|1,45), (1,12]3,27)

Tiefpunkte: (—1|—1)

Sattelpunkt: (0]0)

Gibt es irritierende Punkte, die einen
Twist in der Harmonie des Bildes erzeu-
gen?

Der Sattelpunkt im Zentrum.

Hat der Graph Wendepunkte?
(—1,51/0,49), (—0,64|—0,57),
(010), (0,82]2,08)

Gibt es unsichtbare Linien, die die Bild-
inhalte voneinander trennen oder sich
an ihnen orientieren?

Nein, gibt es nicht.

Hat der Graph Polstellen oder Liicken
(Werte, die der Graph nicht annehmen
darf)? Und gibt es darum Asymptoten?
Nein, gibt es nicht.

Eine Kurve mithilfe einer Bildanalyse zu analysieren, scheint schon besser zu funkti-
onieren als umgekehrt. Dazu wird der Funktionsgraph an sich als Bild betrachtet. Den-

noch erscheinen die Antworten nicht befriedigend zu sein.

Ein Bild durch eine Kurvendiskussion zu analysieren und — umgekehrt — die Fragen
einer Bildanalyse iiber einem Funktionsgraphen zu beantworten, bringt also viele
Schwierigkeiten und Fragen mit sich. Vielleicht muss man etwas allgemeiner vorge-
hen: Ein Bild mithilfe von Mathematik (nicht speziell Kurvendiskussion) untersuchen

und in einer Kurve die Asthetik suchen.

Mathematik auf ein Bild anwenden

Die Idee, ein Bild mithilfe der Mathematik zu betrachten, wird heutzutage stindig ver-
wendet — im Alltag féllt es uns nur nicht auf. Die digitale Bildverarbeitung ist mit
modernen Technologien auch fiir Laien moglich — wie zum Beispiel bei der Bearbei-
tung von Fotos mit Mobiltelefon oder Computer. Im Hintergrund dieser Prozesse steht
die Informatik, welche Mathematik als Sprache und Basis nutzt. Im Folgenden sollen
ein paar Beispiele genannt werden, mit der Frage im Hintergrund: Was passiert, wenn

ich Mathematik auf ein Bild anwende?
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Farbaufteilung

Eine Art Hohepunkte konnen wir in der Farbigkeit des Bildes suchen. Mithilfe der
Programmiersprache Python kann eine digitale Version eines Geméldes nach den Ma-
ximalwerten einer Farbe untersucht werden. Dazu bindet man die Datei in Python ein
und spaltet sie nach Rot, Griin und Blau auf. Natiirlich héngt das Ergebnis von der
Wabhl der Bilddatei ab und damit auch der GroBe, Farbigkeit, Qualitét etc. Hier wurde
das Bild aus Wikipedia verwendet.

Die folgenden Graphiken (Abb. 24) erhélt man iiber die Plattform Anaconda. Der zu-
gehorige Code steht im Anhang. Dabei wurde jeder einzelne Pixel der Datei nach ihren
Rot-, Griin- und Blauanteilen untersucht. Auf der jeweils nebenstehenden Skala er-
kennt man die Stédrke des Farbanteils von 0 (kein Anteil im Pixel) bis 255 (Maximalan-

teil im Pixel).

Rot

200

150

100

Abb. 24 a und b: Farbaufteilung von Bonaparte
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200

150

100

- 50

Abb. 25 c: Farbaufteilung von Bonaparte

Werden nun diese drei Bilder iiberlagert, so entsteht wieder das urspriingliche Bild

im RGB-Farbraum (Abb. 25).

Abb. 26: RGB-Darstellung von Bonaparte

Auf diese Weise kann ein Bild in mathematische Sprache umgewandelt werden. Jeder
Pixel ist definiert durch drei Zahlen: Je eine fiir den Rot-, Griin- und Blauanteil. Diese
Zahlen konnen zum Beispiel in Dualzahlen geschrieben werden und sind somit fiir

einen Computer lesbar. Ein Beispiel: Ein Pixel mit folgenden Farbanteilen:
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Tabelle 6. Farbcode-Beispiel eines Pixels
Farbe Wert 8-stellige Dualzahl
Rot 24 00011000
Griin 142 10001110
Blau 255 11111111

Somit hat der Pixel mit den RGW Werten 24, 142, 255 die Farbnummer
000110001000111011111111 und ist damit eindeutig bestimmt. Auf diese Weise kann

ein Bild komplett in mathematische Sprache iibersetzt werden.

Nun konnte man sich die einzelnen aufgespalteten Bilder genauer ansehen und zum
Beispiel ein Histogramm erstellen, um die Grof3enanteile der Farben zu veranschauli-
chen. Beziiglich der Bildanalyse konnte man das mit einem Farbkontrast (zum Beispiel

dem Quantitédtskontrast) vergleichen.

Fourier-Transformation

Eine weitere Moglichkeit der Bildverarbeitung gelingt mit der Fourier-Transformation
(kurz: FT). Das Vorgehen dieser Analyse geht auf den franzosischen Mathematiker
und Physiker Jean Baptiste Joseph Fourier zuriick. Damit bereitete er in den 1820er
Jahren den Weg fiir die moderne Physik und Technik. Die FT ist besonders vielseitig
und wird als Analysewerkzeug fiir verschiedene Bereiche der Technik verwendet. Zu
diesen gehoren ,,die Analyse der Schwingungen einer Violinsaite oder auch einer Brii-
cke, die Uberpriifung der Qualitit eines Hi-Fi-Verstirkers, Hochfrequenz-Fourier-
transformations-Spektroskopie, optische Fouriertransformations-Spektroskopie, digi-
tale Bildverarbeitung (2- bzw. 3-dimensional)* (Butz 2011, S.1). Da sie in fast allen
Bereichen der Natur- und Ingenieurwissenschaften, wie Physik, Signalverarbeitung
und Kryptographie, gebraucht wird, sind die passenden Funktionen bereits in vielen
Programmiersprachen eingebettet — was allerdings auch zu Fehlern in der Bedienung

oder Interpretation fiihren kann (vgl. ebd.).
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Kurz gesagt, die FT zerlegt ein Signal des realen Raums in dessen einzelne Fre-
quenzanteile. Das funktioniert zum Beispiel mit digitalen Bildern*, aber auch mit Ton-
aufnahmen (also mit rdumlichen wie zeitlichen Signalen). Eine mogliche anschlie-
Bende Verwendung, ist das Nutzen verschiedener Filter. Diese werden iiber ein Bild

gelegt, die nur bestimmte Frequenzen durchlassen.

Die Mathematik dahinter

Ein Signal besteht aus einer Kombination von Sinus- und Cosinuskurven mit verschie-
denen Frequenzen. Man kann dies als Funktion f(t) bezeichnen — ausgedriickt als
Fourierreihe. Um herauszufinden, wie sich genau eine solche Kombination zusam-
mensetzt, wird darauf die FT angewendet. Anschlieend kann man die einzelnen Be-
standteile erkennen und die unterschiedlichen Frequenzen ablesen — es entsteht die
neue Funktion F (w). Man sagt, sie wandelt ein Signal vom Raumbereich (engl. spatial
domain) in den Frequenzbereich (engl. frequency domain) um. Mathematisch wird da-
bei eine Integralfunktion verwendet (je nach Literatur kann sie anders dargestellt sein,

hier wurde die Schreibweise von Butz 2011, S.35 {ibernommen).

Fiir die (kontinuierliche eindimensionale) FT gilt fiir die Hintransformation
F(w) = [77 f(De @t dt,
wohingegen die Riicktransformation (inverse Transformation) durch
_ 1t +iwt
f(t) = %f_oo F(w)et™tdw
gegeben ist.

t steht dabei fiir die zeitliche beziehungsweise raumliche Komponente, w bezeichnet

die Kreisfrequenz.

Abbildung 26 zeigt die Aufspaltung eines Tonsignals. Die obere blaue Kurve stellt das

eingehende Signal da, welches eine Kombination von Sinusfunktionen ist und

4 Theoretisch funktioniert es auch mit analogen Bildern, indem man in den Brennpunkt der Abbildungs-
linse eine Blende als Maske einsetzt. In der Rontgenanalyse, speziell bei CDI (coherent diffractive ima-
ging) wird etwas Ahnliches gemacht. Dort stellt man seinen Detektor im Fernfeld von der Probe auf
und das Fernfeld entspricht gerade der Fouriertransformierten der Probe. Siehe auch
https://www.av.ph.tum.de/Experiment/3000/Beschreibungen/ver3235.php
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periodisch wiederholt gesendet wird. Die rote Kurve nach der FT ldsst erkennen, dass

das Signal aus zwei Sinusfunktionen verschiedener Frequenzen besteht.

]
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Abb. 27: Veranschaulichung eines Tonsignals vor und nach FT

Ein Beispiel fiir eine Bildverarbeitung: ,.Lena>* (vel. Wagner 2015)

Als ein einfaches Bildbeispiel betrachten wir ein Foto von Lena in Graustufen® (Abb.
27, links). Als erstes wird die FT darauf angewendet. Man kdnnte das verstehen als
eine Untersuchung der Anderungen zwischen den Grauwerten. Gibt es starke Ande-
rungen bzw. grofle Kontraste (zum Beispiel von schwarz auf weill ohne viele Grau-
werte dazwischen), so entspricht das einer Kombination aus vielen Frequenzen im
Fourierraum und man spricht von hohen Frequenzen. Dabei sind die Sinusfunktionen
eher gestaucht. Wenn sich nicht viel dndert, sind die Sinusfunktionen gestreckt und
ergeben tiefe Frequenzen. Die Fouriertransformierte des Bildes zeigt eine Sortierung
von hohen und tiefen Frequenzen als Grauwerte (Abb. 27, rechts). Die tiefen Frequen-
zen werden im Bildzentrum angezeigt (helle Stellen), wihrend sich die hohen Fre-
quenzen darum verteilen (dunkel) (vgl. Sinha 2018). Die hellen senkrechten und waag-

rechten Streifen entstehen durch die FT, da das rdumliche Bild periodisch in jede

5 Das Portraitfoto von Lena Forsén ist eines der meistverbreiteten Testbilder in der Bildverarbeitung.
6 Farbbilder funktionieren auch, allerdings wird dabei auf jede Farbschicht (rot, griin, blau) die FT ein-
zeln angewendet.
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Raumrichtung angehingt wird. Zwischen zwei solchen Bildern treten teilweise scharfe
Kanten auf, die durch hohe Frequenzen im Fourierraum dargestellt werden. In dem
Beispielbild gibt es vor allem harte Ubergiinge, wenn man sich die versetzten Bilder

in horizontaler und vertikaler Richtung anschaut.

Lena Fouriertransformierte von Lena

A

Abb. 28: Original und Fouriertransformierte

AnschlieBend konnen verschiedene Filterfunktionen auf die Fouriertransformierte des
Bildes angewendet und danach wieder in ein Bild zuriicktransformiert werden. Filter
in diesem Fall bedeutet, dass eine Maske von derselben Grofle wie das Originalbild
driibergelegt wird, die nur jene Frequenzinformationen durchlisst, an denen wir inte-

ressiert sind (vgl. Sinha 2018).

a) Harter Filter: Kreisblende und Hochpassfilter (Kantenerkennung)

Wir sind nur an den hohen Frequenzen, also an den harten Wechseln von hell auf dun-
kel interessiert. Die tiefen Frequenzen werden auf Null gesetzt. Auf diese Weise wer-

den die Kanten wie Konturen abgebildet.
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Lena Highpass Ruecktransformation von Lena Highpass

Abb. 29: Hochpassfilter und Riicktransformation

b) Harter Filter: Kreisblende und Tiefpassfilter (Weichzeichnen)

Hierbei werden nur die tiefen Frequenzen, das heifit die weichen Ubergiinge durch den

Filter gelassen und die hohen Frequenzen werden unterdriickt.

Lena Lowpass Ruecktransformation von Lena Lowpass

Abb. 30: Tiefpassfilter und Riicktransformation

c) Harter Filter: Kreisblende und Tiefpassfilter mit Gaussfilter (Unschirfefilter)

Der Filter aus b) fiihrt allerdings zu sogenannten Ringing Artefakten (sichtbare, uner-
wiinschte Stellen in digitalen Bildern, die durch die Eigenschaften der verwendeten

Technik hervorgerufen wurden, wie Rauschen oder Streifen). Um das zu unterbinden,
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wird tiber den Filter noch ein Gaussfilter (Abb. 30) gelegt. Dieser entschérft die Kante

der Kreisblende und ldsst das Bild unscharf aussehen.

100 200 300 400 500

0

Abb. 31: Gaussfilter

Lena Lowpass Fouriertransformierte von Lena Lowpass Gaussfilter

Abb. 32: Tiefpassfilter mit Gaussfilter und Riicktransformation

Es gibt noch weitere Filter. Zum Beispiel kann man einen ringférmigen — den soge-
nannten Bandpassfilter in Kombination mit einem Gaussfilter — benutzen, um eine
mittlere Frequenz herauszufiltern. Diesen kann man auch nutzen, um die oben genann-
ten Artefakte zu entfernen. Bei einer Fotografie, bei der technikbedingte Unschonhei-
ten wie Streifen oder Raster entstehen, tauchen diese in der Fouriertransformierten des

Bildes als helle Punkte auf. Durch einen Bandpassfilter konnen genau diese Punkte
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iibergangen und damit das Bild in der Riicktransformation ausgebessert werden. Al-
lerdings werden dabei auch die anderen Frequenzen, die in dem Ring liegen, unter-

drickt.

Man konnte auch direkt iiber das Bild einen Filter legen. Allerdings erfordert dies mehr
Rechenleistung, als wenn man einen Umweg iiber die FT und ihre Riicktransformation
nimmt. AuBlerdem konnen die Artefakte wie das Raster nur im Frequenzraum gedndert
werden, nicht aber, wenn der Gaussfilter direkt auf ein Bild angewendet wird. Die
genaue Vorgehensweise der Fourier-Transformation ist um einiges komplizierter und
wird in dieser Arbeit nicht weiter erklart. Weiterfithrende Informationen zu den rech-

nerischen Hintergriinden gibt es zum Beispiel bei Butz 2011.

Kunst auf eine Kurve anwenden

Parabeln und Geraden allein scheinen fiir viele in einer Kurvendiskussion wenig an-
sprechend zu sein. Man konnte vielleicht behaupten, dass die Hoch- und Tiefpunkte
eine gewisse Dynamik oder Blickfang entstehen lassen oder es eine unterschiedliche
Wirkung zwischen steigenden und fallenden Abschnitten gibt. Aber wirklich interes-
sant wird es erst, wenn mehrere Funktionsgraphen aufeinandertreffen. In diesem Fall
konnte man das Zusammenspiel ebenfalls als ,,Bild* bezeichnen. Es konnen dann nicht
nur mehr Aussagen iiber das Verhéltnis zwischen den Graphen getroffen werden, son-

dern man kann eventuell Objekte darin erkennen.

Die Internetplattform Desmos stellt ein Tool bereit, mithilfe dessen man kleine Kunst-
werke allein aus Funktionsgraphen und Geometrischen Flidchen erstellen kann. Auf
der linken Seite der Applikation stehen Werkzeuge in einer Toolbox bereit. Hier wer-
den Funktionsgleichungen eingegeben, die auf der rechten Seite als Graphiken ange-
zeigt werden. Es ist moglich, die Graphen unterschiedlich einzufarben und Flachen
auszufiillen. Man kann sogar Bewegungen simulieren, sodass zum Beispiel ein ge-
zeichneter Hubschrauber von einer Seite des Koordinatensystems zur anderen ,,fliegt®.
Auf die unterschiedlichsten Arten nutzten Schiilerinnen und Schiiler im April 2020
diese Werkzeuge und kreierten damit beeindruckende Bilder. Diese sind auf der
Homepage von Desmos unter https://www.desmos.com/art?lang=de zu finden. Diese
Vorgehensweise kann auch in einem féacheriibergreifenden Unterricht Verwendung

finden. Dadurch bekommen Schiilerinnen und Schiiler ein besseres Gefiihl fir
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Funktionsgraphen. Es kann auch per Hand gezeichnet werden, um das Zeichnen an

sich zu tiben.

Zusammenfassung Kurvendiskussion vs. Bildanalyse

Diese Verbindungen zwischen Mathematik und Kunst beantworten allerdings nicht
die Ausgangsfrage, ob man ein Bild mithilfe einer Kurvendiskussion entschliisseln und
eine Bildanalyse auf einen Funktionsgraphen anwenden kann. Bisher konnte ich nur
einen Vergleich in der Vorgehensweise, also eine Ahnlichkeit in den Fragestellungen
erkennen. Um eine bessere Antwort auf diese Frage zu finden, mdchte ich mich auch

in Zukunft mit diesem Thema weiterbeschéftigen.
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4 Bridges-Konferenz Linz

Es gibt weltweit viele Menschen, die sich fiir die Uberschneidungen von Mathematik
und Kunst, aber auch von anderen Wissenschaften, Technologien und diversen For-
men der Kunst, interessieren. Eine grofle Organisation, die sich mit dieser Thematik
auseinandersetzt, nennt sich Bridges. Sie wurde 1998 von Reza Sarhangi ins Leben
gerufen. Seitdem findet jahrlich eine Konferenz in den verschiedensten Landern der
Welt statt. Die Bridges Organization verfolgt das Ziel, Forschung, Praxis und neues
Interesse an mathematischen Verbindungen zu Kunst, Musik, Architektur, Bildung
und Kultur zu férdern.

»All too often, mathematics can seem disconnected from or even antithetical to

these other topics. We believe that mathematics and art can inform and enrich each

other, that there are great ideas waiting to be found in mathematical analysis and

synthesis of art, and that artistic thinking and activities can enliven the mathematics
classroom. (Bridges, 0.J.)

Bei den Konferenzen sind Vertreter und Vertreterinnen verschiedenster Bereiche an-
wesend: Mathematik, Wissenschaft, Kunst, Pidagogik, Architektur, Musik, Literatur,
Informatik, Bildhauerei, Tanz, Weberei, Modellbau und viele mehr. Das Programm
besteht aus Plenarvortrdgen, Priasentationen von Forschungsarbeiten, Workshops zum
Mitmachen sowie abendliche Veranstaltungen mit Musik, Film, Poesie oder Theater.

Auflerdem gibt es eine Ausstellung zu visueller Kunst.

Reza Sarhangi, Department of Mathematics (Towson University, Maryland, USA) und
Griinder der Bridges Organization, veranstaltete die erste Konferenz 1998 am
Southwestern College in Winfield, Kansas. In den folgenden Jahren fanden die Kon-
ferenzen auch in Kanada, Europa und Asien statt. Die Teilnehmer kommen ebenfalls
aus allen Winkeln der Welt. Sie alle mochten neue Wege gehen, Grenzen iiberwinden
und ihre Vorliebe flir mathematisch-kiinstlerische Zusammenhange mit anderen Men-

schen teilen. (vgl. ebd.)

2019 durfte die Stadt Linz in Osterreich die Bridges Konferenz beherbergen. Die Ple-
numsvortrage, Prasentation und Workshops fanden an der Johannes-Kepler-Universi-
tét statt. Veranstaltung gab es im Ars Electronica Center sowie der Bruckner-Univer-
sitdt und Tabakfabrik. Im Folgenden sollen nun ein paar Vortrige und Workshops né-
her beschrieben werden. Vieles stammt direkt aus den Vortragen und kann schriftlich

nicht nachgewiesen werden.
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4.1 Helmut Pottmann: Discrete and Computational Differential Geometry for
Functional Pattern Design

Bei seinem Vortrag erklarte Helmut Pottmann von der TU Wien wie kurvige oder
runde Gebéude so gebaut werden konnen, dass eine moglichst glatte Oberflache ent-
steht, ohne dabei gebogenes Material zu nutzen. Denn wiirde man die Oberfléche {iber-
gangslos rund bauen wollen, miisse man fiir jedes Einzelteil eine eigene Form gieen
beziehungsweise individuell in Form biegen. Da dies aber zu kostspielig ist, versucht
man eine solche Flache durch ebene Formen so zusammenzusetzen, dass die Il1lusion
einer Rundung entsteht. Dies geschieht, indem man zum Beispiel viereckige oder drei-
eckige Flachen aneinandersetzt. Mithilfe von Computerprogrammen kann das Netz so
berechnet werden, dass moglichst wenig Einzelteile oder unterschiedliche Formen ge-
braucht werden und dabei die Oberfldche mdglichst flieBend wird. Pottmann gibt dazu
einige Beispiele an. Letztendlich stellt er die Idee vor, dass die Verwendung von sechs-
eckigen Grundflachen die optimale Bauweise sei, vor allem mit der Mischung von
drei- und viereckigen Teilen. Ohne Computerprogramme sei es jedoch fast unmoglich

das passende Netz zu finden. (vgl. Pottmann 2019)

Figure 1: Polyhedral patterns. Left: A quad mesh needs not look like a curved regular grid. Right: In
positively curved areas, the pattern appears like the corresponding semi-regular pattern in the

plane, but in negatively curved areas it changes significantly.

Abb. 33: Gekriimmte Fldche mit verschiedenen Polyedern

4.2 Elisabetta Matsumoto: Twisted Topological Tangles: Or the Knot Theory
of Knitting

Schon als Kind hat sich Elisabetta Matsumoto mit dem Stricken beschéftigt. In ihren
Arbeiten beschiftigt sie sich mit dem mathematischen Hintergrund hinter den einzel-
nen Knoten und Schlaufen. Vor allem interessiert sie die Frage, welche Maschen mog-

lich sind. Dazu erstellte sie ein Modell der Grundidee einer Masche, wobei die
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Richtungen der Enden der Féaden undefiniert bleiben. Anschlieend tiberlegte sie sich,
welche Moglichkeiten es gibt, die Fadenenden miteinander zu verbinden und somit
neue Maschenarten zu entwickeln. AuBlerdem erkldrte Matsumoto wie man positiv be-
ziehungsweise negativ gekriimmte Fldchen durch Ab- oder Zunahme von Maschen

stricken kann. Diese Flachen verglich sie mit Kriimmungen in der Natur.

Abb. 34: Schematische Darstellung eines Knotens beim Stricken

4.3 Giulia Bini & Ornella Robutti: Yo Math Is So Arty: Inspiring Creative
Learning with Mathemaical Internet Memes

In threm Workshop stellten Giulia Bini und Ornella Robutti die folgende Gleichung in
den Raum:

MATHS = SCIENCE (OBSERVATION) + ART (IMAGINATION)

Dazu zeigten sie, wie man Mathematik auf eine kiinstlerische Art darstellen kann: Mit-
hilfe von Memes. Diese kursieren im Internet sehr hdufig. Sie bestehen aus einem Bild
und einem kurzen Text. Je nach Situation oder Aussage ist ein anderes Meme-Format
zu wihlen. Meistens beinhalten sie Ironie oder Sarkasmus. ,,Memes are like inside
jokes between millions of people, sagte Bini in diesem Workshop. AnschlieSend
zeigten sie uns verschiedene Internetseiten, auf denen man solche Memes selbst erstel-
len kann. So sollten wir es selbst ausprobieren und dabei eine mathematische Aussage

(zum Beispiel ein hidufig gemachter Fehler) einbringen. Memes konnen also
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Mathematik auf eine kreative — und meist amiisante — Art umsetzen. (vgl. Bini & Ro-

butti 2019)

Abb. 35: Beispiele fiir mathematische Memes

4.4 Briony Thomas, Azael Capetillo, Alejandra Diaz de Leon, Fabio Lopez
& Rafael Machado: A Shape-based Approach to Creativity and Connec-
tion Making

Dieser Workshop befasste sich vor allem mit der Frage, ob geometrische Korper fiir
den Alltag so abgewandelt werden konnen, dass sie dem Menschen von Nutzen sind.
Dazu brachten die Vortragenden Papiervorlagen von platonischen Korpern mit, die die
Teilnehmenden ausschneiden und mithilfe eines Fadens in ihre dreidimensionale Form
bringen sollten. Dadurch, dass sie nicht zusammengeklebt, sondern nur mit dem Faden
verbunden waren, konnten sie miihelos von der flachen Form in die rdumliche Version
gebracht werden. Diese Eigenschaft sollten die Teilnehmerinnen und Teilnehmer fiir
die kommende Aufgabe nutzen. Dazu folgende Situation: Wir befinden uns in einem
armlichen Dorf. Verschmutzter Fluss, kein elektrisches Licht, ein langweiliger Dorf-
platz. Wir sollen nun helfen, das Dorf zu verschonern oder zu verbessern. Wie konnen

wir die platonischen Korper dazu verwenden und verdndern?

In kleinen Gruppen gingen die Teilnehmer*innen dieser Frage nach und entwickelten

verschiedene Verwendungsmoglichkeiten (vgl. Thomas et al. 2019):

o Wasserauffangbehilter und -verteiler
e Sitzplédtze auf dem Dorfplatz
e Kletter- und Spielgelegenheiten auf einem Spielplatz

e Lampen
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e Recyclingcontainer
e Vertical-Garden-Objekte
e Fischfangkorbe

e Stausystem und Miillfdnger fiir den Fluss

Abb. 36: Verwendungsvorschldge fiir Polyeder

4.5 Antonio Aratjo: A Fisheye Gyrograph: Taking Spherical Perspective for
a Spin

Man stelle sich vor, alles um einen herum ist auf einer Kugel abgebildet und man be-
findet sich in deren Zentrum. Um das zeichnerisch auf einem Papier festzuhalten, nutzt
der portugiesische Mathematiker Antdénio Bandeira Aragjo ein rundes Gitter mit ge-
bogenen Linien, welches auf einem Pappkarton geklebt ist (siehe Anhang). Darauf
wird ein Transparentpapier mit einem Nagel in der Mitte befestigt, so dass man das
Gitter unter dem Papier drehen kann. Die gebogenen Linien entsprechen parallelen

Geraden im realen Raum. Diese sind jeweils im Abstand von 5° markiert. Araujo
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erkldrt, dass man beim Zeichnen die Richtlinie ,,eine ausgestreckte Faust entspricht
etwa 10°“ nutzen kann. Somit versuchten die Kursteilnehmer*innen den Raum skiz-

zenhaft zu erfassen.

Diese Art der verzerrten Perspektive wird vor allem fiir das Zeichnen von Weltkarten’
verwendet. Araujo entwickelte verschiedene zugrundeliegende Gitter (auch digital
zum Beispiel fiir GeoGebra), um diese fiir das Zeichnen eines Raumes nutzbar zu ma-
chen. Wird das fertige Bild eingescannt und auf Social Media Webseiten wie beispiels-
weise Facebook hochgeladen, so erkennt die Internetseite dieses Bild als eine 360°-
Ansicht und man kann mithilfe des Mauszeigers sich darin umsehen, als wére das Bild

mit einer 360°-Kamera aufgenommen worden. (vgl. Aratjo 2019)

Abb. 37: Fisheye-Perspektive

7 Entspricht der mittabstandstreuen Azimutalprojektion.

73



Facheriibergreifend in der Schule

5 Facheriibergreifend in der Schule

Warum sollte in der Schule nun versucht werden, Mathematik und Kunst zu verbin-
den? Diese Fécher zu verkniipfen ist keine neue Idee. Wie in der Einleitung dieser
Arbeit erwéhnt, hat sich schon unter anderen Leonardo da Vinci ein breitgefichertes
Spektrum an Wissenschaften und Kiinsten zu Nutze gemacht, um die Welt zu verste-
hen und ihre Moglichkeiten fiir eigene Interessen zu nutzen. Es gibt einen englischen
Begriff, der dies gut zusammenfasst: STEAM. Dies ist ein Akronym aus Science,
Technology, Engineering, Art und Mathematics. Urspriinglich hieB es STEM?®, wobei
die Kiinste noch nicht inbegriffen waren. Zusammen mit sozialen Wissenschaften wie
Psychologie gehorte die Kunst zu HASS (Humanities, Arts and Social Sciences) be-
ziehungsweise seit 2020 benannt als SHAPE (Social Sciences, Humanities and the
Arts for People and the Economy). STEAM stellt eine Briicke zwischen den Diszipli-

nen dar.

Mathematik kommt ohne Kunst — oder genauer gesagt ohne Visualisierung — nicht aus.
Die abstrakten Verhéltnisse sind auf Graphen, Zeichnungen und Modelle angewiesen,
damit sie verstanden werden konnen. Gerade in der Schule sind Anschauungsmateri-
alien unerldsslich, wenn neue Inhalte vermittelt werden sollen. Doch nur ein paar Bil-
der von Graphen oder geometrischen Objekten im Schulbuch abzudrucken, reicht
nicht. Wichtig ist, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch eigene Zeichnungen die
mathematischen Zusammenhénge erfahren. Zwar gehort das Zeichnen von Funktions-
graphen in jeden Mathematikunterricht, aber man kann dies noch weiter vertiefen. Bei-
spielsweise ein Funktionsgraph einer Parabel kann auf haptische Weise erfahren wer-
den: Mit Seilen legen, einen Stein in die Luft werfen und beobachten oder Rundungen
an Einrichtungsgegenstanden suchen (nicht jede Schule kann eine Parabelrutsche wie
die der Technischen Universitit Miinchen bauen). Aber auch kiinstlerisch-gestalte-
risch konnte Mathematik veranschaulicht werden. Der Kreativitét sollte dabei keine
Grenzen gesetzt sein. Denn kreatives Denken fordert den Umgang mit abstrakten Ge-
gebenheiten. Auch brauchen neue Innovationen einen kreativen Geist als Ausgangs-

punkt.

Genauso auch umgekehrt. In den kiinstlerischen Féchern kann die sachliche Struktur

wie Algorithmen oder reduzierte Darstellungen von Sachverhalten einen Anstof3 fiir

8 Im Deutschen vergleichbar mit den MINT-Féichern: Mathematik, Informatik, Naturwissenschaft und
Technik.
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eine klar strukturierte Herangehensweise an gestalterische Prozesse geben. Eine
Kunst, die klaren Regeln folgt, kann ebenso ansprechend sein, wie ein Werk, das im

Rahmen subjektiver Affekte entstanden ist.

Mathematik auf eine kreative Art zu behandeln und Kunst nach ihren mathematischen
Strukturen zu untersuchen, fordern nicht nur beide Gehirnhélften. Auch kann es man-
chen Schiilerinnen und Schiilern einen anderen Zugang zu beiden Fachern vermitteln.
Waihrend manche sich mehr fiir Mathematik interessieren und andere eher in den ge-
stalterischen Fiachern aufgehen, kann ein facheriibergreifender Unterricht eine Briicke
fiir alle sein. Damit kann auch die Zielgruppe der verschiedenen Themen erweitert

werden.

Ein facheriibergreifender Unterricht kann auch zur Sinnstiftung beitragen. Gerade,
wenn noch weitere Schulfacher als nur Mathematik und Kunst zusammengefiihrt wer-
den. In der Literatur findet man dabei oft eine Unterscheidung zwischen fachiibergrei-
fendem und ficherverbindendem Unterricht. Beim Ersteren wird ein Thema in nur ei-
nem Fach behandelt, wird aber mit Beitrdgen aus anderen Fachern erweitert. Letzterer
stellt ein allgemeines Thema in den Mittelpunkt, welches in verschiedenen Féachern
und aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet gleichzeitig behandelt wird. Beide
Konzepte fiihren zu einer ganzheitlichen Betrachtung eines Sachverhalts. Wobei der
facherverbindende Unterricht dieses Ziel noch stirker verfolgt. Ich habe mich dazu
entschlossen, diese Arbeit mit ,,ficheriibergreifend* zu betiteln und meine damit jeg-
liche Art der ZusammenschlieBung von verschiedenen Schulfichern. Die folgenden
Unterrichtsvorschldge entsprechen eher dem fachiibergreifenden Konzept, da sie liber-
wiegend im Rahmen eines der beiden Facher Mathematik oder Kunst durchgefiihrt
werden konnen. Je nach Schulart und Schulklassen (abhéngig von Alter, Anzahl, Auf-
geschlossenheit, Kooperation mit anderen Lehrkréiften, raumliche Gegebenheiten etc.)
konnen die Vorschldge abgewandelt und den jeweiligen Umstédnden angepasst werden.

Dabei kann es auch moglich sein, das facherverbindende Konzept zu erreichen.

In der Diplomarbeit von Lisa-Maria Kuen wird an dieser Stelle auf den Diskurs zwi-
schen Haupt- und Nebenfiachern in Schulen eingegangen sowie die historische Ent-
wicklung von der Antike bis heute geschildert (S. 63-69). Dabei geht sie auch auf die
Sieben Freien Kiinste und ihre Bedeutungen ein. Es werden einige Analogien zwi-

schen Mathematik und Kunst aufgezeigt.
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6 Unterrichtsbeispiele

In diesem Kapitel werden einige konkrete Vorschlédge fiir einen facheriibergreifenden
Unterricht vorgestellt. Manche wurden bereits in einer Schule durchgefiihrt, andere
sind nur Gedankenexperimente. Dabei wird keine konkrete Zielgruppe angegeben. Die
Vorschldge konnen fiir jede Klassenstufe und Sozialform angepasst werden. Weitere
Unterrichtsbeispiele sind in der Arbeit von Lisa-Maria Kuen zu finden (S. 70-84). Sie
beschiftigt sich mit der Zentralperspektive in Bezug auf Diirer, der Parkettierung eines
Kunstwerks, Konkreter Kunst in Verbindung mit dem Goldenen Schnitt sowie mathe-

matischen Fraktalen.

6.1 Geometrie zum Aufklappen — Pop-Up-Korper fiir den Mathematikunter-
richt

Abb. 38: Pop-Up-Modelle

Idee: Um das rdumliche Vorstellungsvermogen im Mathematikunterricht zu unterstiit-
zen, sind Kdrpermodelle zum Anschauen und Anfassen unumgénglich. Doch leider
sind solche Modelle nicht immer verfiigbar. Sie miissen finanziert werden, bendtigen
viel Stauraum, verstauben im Regal. Man konnte die Modelle selbst bauen. Doch auch

das erfordert Zeit, Geld und Platz. AuBlerdem gehen die Modelle oft beim Transport

76



Unterrichtsbeispiele

kaputt, was die hineingesteckte Arbeit zunichtemacht. Eine Losung fiir diese Probleme
sind Pop-Up-Korper. Sie sind gut zu verstauen, konnen die verschiedensten Korper
darstellen, wiegen nicht viel und sind einfach selbst zu bauen — eine gute Idee fiir einen

praktisch orientierten Unterricht.

Material:
e Schnittvorlagen geometrische Korper (auf 160 g/m? Papier)
e Tonpapier (A5, 250-300 g/m?, nach Wunsch in verschiedenen Farben)
e Schere, Kleber, Lineal, Kugelschreiber

Dauer: pro Pop-Up-Modell 20-30 Minuten

Vorgangsweise: Es ist von Vorteil, wenn die Lehrperson alle Modelle erst einmal
selbst baut. So erkennt sie mogliche Schwierigkeiten und kann den Schiiler*innen bei
Fragen und der Umsetzung helfen. Diese fertigen Modelle konnen in der Klasse auf-
gestellt werden. Die Schiiler*innen kénnen sich nun ein Modell aussuchen, die dazu-
gehorige Faltvorlage nehmen und mithilfe einer Anleitung das Modell selbst zusam-
menbauen. AnschlieBend wird das Modell so auf eine Karte aus Tonpapier geklebt,
dass es sich zusammenklappen und wieder entfalten l4sst. Neben das Modell konnen
nun der Name sowie Eigenschaften (zum Beispiel Anzahl der Ecken, Kanten und Fla-
chen, Formeln von Volumen und Oberfliche, ...) des geometrischen Korpers geschrie-

ben werden.

Varianten:
e Die Modelle konnen als Grundlage fiir die Darstellung in Schrigbildern ge-
nutzt werden.
e Anhand dieser Modelle kann der Euler’sche Polyedersatz erklédrt und getestet

werden.

Pidagogischer Nutzen: Mithilfe dieser Pop-Up-Kdorper kann im Mathematikunter-
richt das Thema der Raumgeometrie an praktischen Beispielen erklart werden. Auf3er-
dem werden die feinmotorischen Fahigkeiten trainiert. Die Zusammenarbeit von Hand

und Kopf wird gefordert.

Verbindung zum Mathematik- und Kunstunterricht: Die Verbindung zu Mathe-
matik ist offensichtlich. Das Thema Raumgeometrie ist fester Bestandteil des Lehr-
plans. Schon ab der 5. Jahrgangsstufe gehoren das Arbeiten mit geometrischen Kor-

pern zu den Schwerpunkten. Dabei steigt die Komplexitit tiber die Jahre an. Diese
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Pop-Up-Modelle konnen schon sehr friih erstellt werden und im Laufe der Schulzeit

um weitere Eigenschaften oder andere Modelle ergidnzt werden.

Fiir den Kunstunterricht spielt die Technik eine Rolle. Pop-Up-Karten oder Faltschnitt-
karten werden gerne im Gestaltungsunterricht verwendet, um GruBkarten oder dreidi-
mensionale Bilder zu erstellen. Allerdings wird dabei meist eine etwas andere Technik
benutzt als fiir die obigen geometrischen Korper. Faltschnittkarten erstellt man, indem
ein Papier an bestimmten Linien eingeschnitten oder gefaltet wird. Beim Auf- und
Zuklappen des Papieres treten dann bestimmte Elemente in den Vordergrund und die
Karte bekommt einen dreidimensionalen Eindruck. Diese Technik wird auch Kirigami

(jap.: kiri fiir ,,Schneiden®, kami fiir ,,Papier*) genannt.
Kiinstler zu diesem Thema: Peter Dahmen: Diplom-Designer, Papierkiinstler

Anmerkungen oder weiterfithrendes Material:
Zeitschriften:
e Mathematik lehren — Gerd Richter, Karin Richter: Geometrie zum Klappen.
Platonische Korper enthiillen ihre Symmetrie. Heft 181, 2013
e Mathe Welt — Das Schiilerarbeitsheft: Von der Ebene in den Raum. Figuren
und Korper. Heft 190, 2015.

Schnittvorlagen und ausfiihrliche Beschreibung online unter https://www.geo-

gebra.org/m/pdfjpw2t.
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6.2 Objektstudium — Goldener Schnitt

r

' &

Abb. 39: Sonnenblumenbldtter im Goldenen Winkel

Idee: Der Goldene Schnitt findet sich an sehr vielen Stellen — vor allem in der Natur.
Um ihn besser verstehen zu konnen, bietet sich eine Objektstudie an. Dazu sollen ver-
schiedene Gegenstinde aus der Natur — wie Muscheln, Sonnenblumen oder Tiere —
auf ihre Proportionen untersucht und anschliefend in Zeichnungen festgehalten wer-

den.

Material:
e Zeichenpapier, Zeichenstifte oder Malutensilien
e Klarsichtfolie mit eingezeichnetem 137,5°-Winkel (Abb. 38) und/oder Fibo-
nacci-Spirale
e Gummiband mit eingezeichnetem Goldenen Schnitt

e Evtl. passende Objekte wie Muscheln, Sonnenblumenkdpfe, Tannenzapfen
Dauer: 2 bis 3 Doppelstunden

Vorgangsweise: Die Unterrichtseinheit kann damit begonnen werden, dass die Lehr-
person den Goldenen Schnitt vorstellt und erklért. Dabei kann der Radiobeitrag von
Bayern 2 ,,Der Goldene Schnitt* (vgl. Brzoska 2015) sowie deren Material verwendet
werden. Anschlieend wird der Goldene Schnitt mathematisch erarbeitet, zum Bei-
spiel durch Berechnung der Fibonacci-Folge, sowie durch verschiedene Konstrukti-
onsversuche veranschaulicht (beispielsweise mit der Konstruktionsanleitung aus Ka-
pitel 3.3, die Schiiler*innen kénnen aber auch selbststindig nach Moglichkeiten su-
chen). Diese Konstruktionen konnen nun auf die Klarsichtfolien und Gummibander

iibertragen werden.
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Mithilfe der gestalteten Materialien konnen sich die Schiiler*innen auf die Suche nach
Objekten — zum Beispiel in der Natur — machen, welche den Goldenen Schnitt aufwei-
sen. Die Folien konnen sie iiber Objekte halten und sie mit dem eingezeichneten Gol-
denen Winkel beziechungsweise der Spirale abgleichen. Das Gummiband kann gedehnt
und an ein Objekt zum Vergleich herangehalten werden. Das Verhéltnis der gekenn-
zeichneten Lingen sollte sich durch die Dehnung nicht dndern. Die gefundenen Ob-
jekte werden anschlieBend in verschiedenen grafischen oder malerischen Studien auf
Papier festgehalten. Dabei kann der Goldenen Schnitt beziechungsweise Spirale, Win-

kel, Rechteck etc. ebenfalls eingezeichnet werden.

Zum Abschluss konnen verschiedene Kunstwerke wie Diirers Selbstbildnis, Statuen
der Antike oder Bauwerke aufihr Goldenes Verhéltnis untersucht werden. Dabei sollte
darauf aufmerksam gemacht werden, dass der Goldene Schnitt oft von der betrachten-
den Person in ein Werk hineininterpretiert wird, ohne dass der Kiinstler oder die Kiinst-
lerin dies beabsichtigt hatte. Da der Goldene Schnitt auf den Menschen sehr harmo-

nisch wirkt, entstehen solche Verhéltnisse auch durch Zufall.

Varianten: Den Goldenen Schnitt in der Natur zu suchen, kann auch als gegenteiliges
Beispiel zur konkreten Kunst genutzt werden, worauthin Bilder wie jene von Jo Nie-

meyer erstellt werden sollen.

Pidagogischer Nutzen: Viele Schiilerinnen und Schiiler fragen sich, wozu sie mathe-
matische Sachverhalte erlernen miissen. Eine Veranschaulichung aus einem anderen
Schulfach kann Klarheit schaffen. Aulerdem wird dadurch ein abstraktes Konzept
praktisch erfahrbar gemacht. Besonders spannend kann dabei die forschende Heran-
gehensweise bei der Herleitung des Goldenen Schnitts sein. Das genaue Betrachten
der Natur schult die Beobachtungsfdhigkeit der Lernenden. Zusétzlich ist diese Auf-

gabenstellung eine gute Zeicheniibung fiir naturalistisches Abbilden.

Verbindung zum Mathematik- und Kunstunterricht: Der Goldene Schnitt selbst
ist in beiden Fichern enthalten. Zum Mathematikunterricht kommen noch die Fibo-
nacci-Reihe sowie die geometrische Konstruktion mit Zirkel und Lineal. Im Kunstun-
terricht kann dieses Unterrichtskonzept zum Thema Objektstudium sowie Werkana-

lyse herangezogen werden.

Kiinstler zu diesem Thema: Le Corbusier: Modulor; Giinther Kaphammel: Aqua-

rellstudien zum Goldenen Schnitt https://kaphammel.de/der-goldene-schnitt/
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6.3 Perspektiven — Fisheye

Abb. 40: Fisheye-Perspektiven-Skizze

Idee: Fluchtpunktperspektiven mit ein bis drei Fluchtpunkten lernen die meisten Schii-
lerinnen und Schiiler im Laufe ihrer Schulzeit kennen. Aber ein 360°-Bild zu zeichnen
konnen nur die wenigsten. Wie im Kapitel 5.5 erklirt, wird mithilfe eines Gitters ein

Raum so gezeichnet, dass der komplette Raum auf einer Kreisflache zu sehen ist.

Material:
e Transparentpapiere
e Bleistifte
e Ausgedrucktes Gitter und Karton zum Aufkleben
e Reiflndgel und Knetgummi (zum Befestigen und damit der Nagel niemanden

verletzt)
Dauer: 4 bis 6 Unterrichtseinheiten

Vorgangsweise: Die Einleitung kann so gestaltet sein, dass man zum Beispiel auf
Google Maps die Streetview verwendet oder ein passendes Video in YouTube sucht,

um ein 360°-Bild zu zeigen. Anschlieend sollte ein solches Bild danach analysiert
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werden, ob es Fluchtpunkte gibt und wo diese liegen. Ein Kugelmodell konnte hilf-

reich sein.

So funktioniert das Gitter:

Das Gitter besteht aus einem grof8en Kreis mit einem kleineren im Zentrum. Je die
Hilfte der beiden Kreise ist mit 17 gebogenen Linien in verschiedenen Farben gefiillt.
Ein weiteres Viertel enthélt gerade Strecken, mit dem Kreismittelpunkt als Flucht-
punkt. Thr Abstand betrdgt 5° im realen Raum. Mit der Faustregel ,,eine ausgestreckte
Faust (Liange zwischen kleinem Finger und Zeigefinger bei ausgestrecktem Arm) ent-
spricht etwa 10°“ konnen Abstinde abgeschétzt werden (sowohl waagrecht als auch
senkrecht). Wichtig dabei ist, vom selben Platz aus zu messen. Dariiber hinaus sind

zwei senkrechte Linien eingezeichnet, die die Kreise in Viertel teilen (wie ein Faden-

kreuz).

Um einen Raum zu zeichnen, setzt man sich am besten parallel zu einer Wand. Die
horizontalen und vertikalen parallelen Geraden der gegeniiberliegenden Wand werden
mit den gebogenen Linien des Gitters dargestellt. Die waagrechten Geraden der seitli-
chen Winde werden mit den Strahlen im Kreis gezeichnet. Mit dem inneren Kreis wird
alles gezeichnet, was auf der ,,vorderen Halbkugel“ liegt. Das heif3t, breitet man seine
Arme nach rechts und links aus und spannt somit einen 180°-Raum vor sich auf, so
kann man die Grenzen des vorderen Raums erahnen. Alles was hinter einem liegt —

also im hinteren 180°-Raum — wird mithilfe des dufleren Kreises gezeichnet.

Man legt nun ein quadratisches oder rundes Transparentpapier auf das Gitter und be-
festigt dieses von hinten mit einem Reiflnagel in der Mitte. Auf der Vorderseite sollte
ein Stiick Knetmasse auf den durchgestochenen Nagel gesteckt werden, um Verlet-
zungen zu vermeiden. Bevor man mit dem Zeichnen beginnt, sollten die Schnittstellen
des dufleren Kreises mit dem Fadenkreuz markiert werden, um die Zeichnung bei Be-

darf wieder ausrichten zu konnen.

Man beginnt die Zeichnung mit den Umrissen des Raumes. Dazu wird zuerst die ge-
geniiberliegende Wand nach oben, unten und zur Seite in etwa mit der Faustregel aus-
gemessen und mit den Linien des inneren Kreises des Gitters eingezeichnet. Von den
Eckpunkten der Wand werden mit den Strahlen der Kreise (man muss zwischen klei-
nem und grofBem Kreis wechseln) gezeichnet. Die Linge hingt davon ab, wie weit die

Wand hinter einem weitergeht. Dann werden die neuen Ecken wieder mit gekriimmten
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Linien verbunden. Ausgehend von diesem Quader kann nun der restliche Raum wei-

tergearbeitet werden.

Varianten: Wenn mehr Zeit zur Verfiigung steht, kann das Gitter auch mit den Schii-
lerinnen und Schiilern gemeinsam erarbeitet werden. Aullerdem kann man die Unter-

richtssequenz in den 6ffentlichen Raum verlegen.

Pidagogischer Nutzen: Diese Art der Perspektive fordert sehr stark das rdumliche
Denken und das genaue Beobachten. Auch die Vorstellungskraft wird gebraucht, um

die Perspektive zeichnerisch umsetzen zu kénnen.

Verbindung zum Mathematik- und Kunstunterricht: Das dieses Thema zu Per-
spektiven passt, ist offensichtlich. Es konnen als &hnliche Beispiele auch Spiegelungen
auf gekriimmten Fliachen (wie zum Beispiel ,,Die Arnolfini-Hochzeit* von Jan van
Eyck) gezeigt werden. Da diese Perspektive auf Verzerrungen beruht, kann die mathe-

matische Kartografie herangezogen werden.

Kiinstler zu diesem Thema: Antonio Bandeira Aratjo; M. C. Escher: ,,Hand mit spie-

gelnder Kugel* (1935)

Anmerkungen oder weiterfiihrendes Material: Eine ausfiihrliche Beschreibung des
Gitters sowie dessen Entstehung ist im Bridges-Paper von Antonio Araujo und auf
seiner Homepage zu finden. Eine GeoGebra-Zeichenhilfe des Gitters steht unter fol-
gender URL zur Verfligung: https://www.geogebra.org/m/z57ws2bn mit einer Erkla-
rung unter http://www.univ-ab.pt/~aaraujo/full360.html.

Araujo hat auch ein Gitter fiir eine Rektangularprojektion (engl.: equirectangular

spherical perspective) entwickelt, welche ebenfalls interessant zu zeichnen ist.
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6.4 Mathematik fotografieren

N/

AN

Abb. 41: Mathematisches Tafelbild
Idee: Kann Mathematik schon sein? Warum nicht! Formeln und Gleichungen, die an
der Tafel stehen, miissen nicht immer langweilig sein. Im Gegenteil: Manche finden
in ihnen eine gewisse Asthetik. Gerade wenn das, was zuvor auf der Tafel stand und
nun verwischt im Hintergrund liegt, eine Struktur unter das Geschriebene legt, kann
das Tafelbild interessant werden. Genauso Erkldrungen und Verweise in verschiede-
nen Farben oder die klare Zeichnung einer geometrischen Form. Manches Mal ist es
beinah traurig, wenn die Tafel gesdubert wird. Darum konnten die schonsten und inte-
ressantesten Tafelbilder abfotografiert werden. Oft erkennt man erst die Schonheit ei-

ner Struktur, wenn sie vom eigentlichen Objekt und Umfeld getrennt betrachtet wird.

Material:
e Kameras oder Smartphones

e Computer mit Grafikprogrammen
Dauer: beliebig

Vorgangsweise: Den Schiilerinnen und Schiilern wird der Auftrag gegeben, innerhalb
einer bestimmten Zeitspanne (zum Beispiel einer Woche oder auch ein halbes Jahr),

im Mathematikunterricht nach &dsthetisch ansprechenden Tafelbildern Ausschau zu
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halten. Diese sollen dann fotografisch festgehalten werden. Dabei kann die gesamte

Tafel oder auch nur ein kleiner Ausschnitt erfasst werden.

Die entstandenen Fotos werden dann im Kunstunterricht mithilfe von Bildbearbei-
tungsprogrammen weiterverarbeitet. Zum Beispiel konnen sie am Computer mit pas-
senden Grafikprogrammen gespiegelt, verdoppelt oder anders skaliert werden. Daraus
entstehen faszinierende Bilder wie in einem Kaleidoskop. Die Symmetrie als Ord-
nungsfaktor sollte dabei angesprochen werden. Oder die Fotografien werden als Hin-

tergrundbilder fiir Projekte wie Plakate oder einen Jahresbericht aufbereitet.

Varianten: Die Aufgabe kann auch auf die handschriftlichen Unterlagen wie Heftein-

trdge der Schiilerinnen und Schiiler ausgeweitet werden.

Piidagogischer Nutzen: Hierbei wird der Blick fiir Asthetik geschirft. AuBerdem
werden (hoffentlich) einige Schiilerinnen und Schiiler mit dieser Aufgabe aufmerksa-

mer dem Mathematikunterricht folgen.

Verbindung zum Mathematik- und Kunstunterricht: Eine Verbindung zur Mathe-
matik besteht nur im Motiv. Fiir Gestaltungsfacher wie Medien ist die Verarbeitung

interessant.

Kiinstler zu diesem Thema: Wynne, J., Stiddeutsche Zeitung Magazin, Nr. 1 2020.
Seite 18-25.
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6.5 Zufallskunst

Abb. 42: Zufallskunst mit Wiirfeln

Idee: Eine Kunst, die menschlichen Uberlegungen folgt, kann perfekt und harmonisch
sein. Doch was passiert, wenn man die Gestaltung dem Zufall iiberldsst? Oft ist es so,
dass in einem strukturierten Werk gerade eine Stelle ins Auge springt, die durch Zufall
entstanden ist. Ein Farbverlauf, Farbspritzer oder die Auswahl der Farben selbst — ge-
nau das kann zum spannenden Hohepunkt in einem Bild werden. Es gibt auch Projekte,
die rein nach dem Zufallsprinzip aufgebaut sind. Um solche Wege zu entdecken, die
bewusst auf subjektive Entscheidungen verzichtet und die Art der Gestaltung dem Zu-

fall iiberlésst, bieten sich verschiedene Experimente an.

Material:
e Wiirfel, Miinzen

e verschiedene Mal- und Zeichenutensilien
Dauer: mind. 4 Unterrichtseinheiten

Vorgangsweise: Dieses Thema bietet sich vor allem dann an, wenn im Mathematik-
unterricht das Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt wird. Die besprochenen
Erkenntnisse konnen im Kunstunterricht praktisch erfahren werden. Zunachst sollte
zwischen zwei Konzepten unterschieden werden: dem erratischen Zufall (die Wahr-
scheinlichkeit und das Ergebnis sind unkalkulierbar) und dem aleatorischen/probabi-
listischen Zufall (das Ergebnis ist zwar nicht vorhersehbar, aber die Wahrscheinlich-

keiten konnen rechnerisch ermittelt werden). Ersterer ist zwar sehr spannend und birgt
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viele Varianten, ist aber nicht interessant in Bezug auf Mathematik. Darum wird fiir

diese Unterrichtssequenz das zweite Konzept herangezogen.

Ziel dieser Einheit ist es, Wahrscheinlichkeiten bildlich darzustellen. Wirft man zum
Beispiel zwei Wiirfel gleichzeitig, so ist es am wahrscheinlichsten, dass die Summe
der Wiirfelaugen 7 ergibt. Am unwahrscheinlichsten wird eine 2 oder 12 gewiirfelt.
Oft wird dies im Mathematikunterricht in einer Stichprobe von den Schiilerinnen und
Schiilern selbst ermittelt und anschlieBend eine Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten
erstellt. Man kann statt einer Tabelle aber auch eine kreative Darstellung wéhlen. Zum
Beispiel kann ein quadratischer Maluntergrund in 10x10 Késtchen unterteilt werden.
Dann werden den moglichen Wiirfelergebnissen, also 2 bis 12, unterschiedliche Far-
ben zugeordnet. Wenn nun die beiden Wiirfel geworfen werden, so wird ein Kastchen
nach dem anderen in der getroffenen Farbe ausgefiillt. Ob am Schluss die Farbe der
Nummer 7 am hdufigsten zu sehen ist, kann natiirlich nicht garantiert werden. Aber
auf diese Weise stellen die Lernenden fest, wie in etwa eine Wahrscheinlichkeitsver-

teilung zustande kommt.

Es bietet sich an, dass die Schiilerinnen und Schiiler selbststandig Ideen und Experi-
mente entwickeln, wie solche Zufallsbilder entstehen kdnnen. Dies kann sehr gut in
Kleingruppen oder Partnerarbeit stattfinden. Dazu sollen sie sich ein passendes Objekt
(Wiirfel, Miinzen, Bille etc.) suchen, das durch Werfen oder Ziehen einer Wahrschein-
lichkeit zugeordnet werden kann. AuBBerdem bedarf es Regeln, welches Ergebnis wie
dargestellt werden soll. Wird die Zuordnung der Farben oder die Reihenfolge der Kast-
chen dabei ebenfalls durch Zufall bestimmt? Wer darf Wiirfeln/Ziehen? Wie wird das
Ergebnis festgehalten? Wird ein Raster verwendet oder ein ganz anderes System? Wie
konnte ein ,,Malen-nach-Zahlen-Bild* aussehen mit anders zugeordneten Farben? Sol-
che Fragen konnen die Kleingruppen unter sich kldren. Bei der Prasentation/Ausstel-
lung der Arbeiten sollten diese Regeln und die Vorgangsweise ebenfalls veroffentlicht

werden.

Die Stunde konnte auch wie ein Stationenbetrieb oder ein offener Malspielplatz ge-
plant werden, wobei die Schiilerinnen und Schiiler verschiedene Techniken und Me-
thoden ausprobieren konnen. Wenn mehrere Bilder durch dieselbe Technik entstehen,
so ergibt dies eine noch aussagekriftigere Veranschaulichung der Wahrscheinlich-

keitsverteilung.
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Varianten: Aus den entstandenen Bildern kdnnten zum Beispiel Brettspiele weiter-
entwickelt werden. Auch kann man diese Unterrichtseinheit dazu verwenden, ver-
schiedene Mal- und Zeichentechniken kennenzulernen. Zum Beispiel kann dabei Ol-
farbe verwendet werden, wobei die Lernenden ein Gefiihl fiir die Beschaffenheit des
Materials bekommen. Die Aufgabe kann auch ein Anlass fiir das Uben von Farbmi-
schungen sein, wobei die Kistchen in Helligkeitsabstufungen einer Grundfarbe ausge-

fullt werden.

Pidagogischer Nutzen: Das kreative Denken wird angeregt, um passende Experi-
mente zu finden. AuBerdem spielt die haptische und optische Erfahrung mathemati-

scher Zusammenhinge eine pragende Rolle.

Verbindung zum Mathematik- und Kunstunterricht: Die mathematische Verbin-
dung ist offensichtlich, da es inhaltlich um Zufalls- und Wahrscheinlichkeitsrechnung
geht. Es kann auch mit Statistik weitergearbeitet werden. Fiir Gestaltungsfécher ist die
Verarbeitung, das hei3t die gestalterischen Mittel und Techniken, relevant. Auch gibt

es einige interessante Kiinstler*innen, die zu diesem Thema gearbeitet haben.

Kiinstler zu diesem Thema: Gerhard Richter: 4096 Farben; John Cage: Where R =
Ryoanji; Weitere Kiinstler aufgelistet unter https://www.stefan-huschens.de/pro-

bart/zufall-und-wahrscheinlichkeit-in-der-kunst/

Anmerkungen oder weiterfiihrendes Material: Ausstellung: "Purer Zufall. Unvor-
hersehbares von Marcel Duchamp bis Gerhard Richter" im Sprengel Museum in Han-
nover, 2014 https://www.haz.de/Nachrichten/Kultur/Uebersicht/Ausstellung-Purer-

Zufall-im-Sprengel-Musem
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7 Schluss

Mathematik und Kunst zu verbinden ist keine neue Idee. Schon in der Antike und vor
allem in der Renaissance gab es Gelehrte, die ihre Arbeit interdisziplindr gestalteten.
Die beiden Bereiche haben viele Schnittstellen — viele wurden im Laufe der Zeit aber
vergessen oder verdringt. Das Wissen dariiber wieder aufleben zu lassen, hilft uns eine
ganzheitliche Betrachtung unserer Umwelt zu erlangen. Gerade in Verbindung mit
weiteren Schulfachern und wissenschaftlichen Disziplinen kann dieses Ziel gelingen.
Es muss zwar nicht jede*r einzelne von uns Menschen ein Universalgenie oder Po-
lyhistor werden, aber vielfach interessiert und informiert zu sein, kann unsere Gesell-

schaft in eine wiinschenswerte Zukunft leiten.

Man konnte nach der Essenz beider Bereiche suchen. Fiir mich bedeutet Kunst auf ein
einziges Wort reduziert ,,Kreativitit®. Die Reduktion von Mathematik kénnte ,,Struk-
tur” genannt werden. Diese beiden Begriffe miissen sich nicht gegenseitig ausschlie-
Ben. Sie konnen miteinander verbunden werden und voneinander profitieren. Es gibt
viele Schnittstellen, die wir in unserem Alltag finden konnen. Betrachtet man die Na-
tur, so erdffnet sie eine Welt voller Kreativitdt und Struktur gleichermafen. Die Natur
gilt als ein Vorbild der Kunst. Nach ihrer Perfektion streben viele Kiinstlerinnen und
Kiinstler — doch ist es ein Ding der Unmoglichkeit, dieses Ziel zur Ginze zu erfiillen.
Der Detailreichtum, die Farbenpracht, die Uberlegungen, nach der die Natur aufgebaut
ist — der Mensch kann nur ein Abbild, eine Kopie dergleichen erschaffen. Doch ist es
menschlich nach dem Unmdglichen zu suchen. Weniger unmoglich ist die Mathematik
in der Natur. Viele Eigenschaften konnen durchaus berechnet werden, wie der Goldene
Schnitt oder Wachstum und Zerfall von Populationen. Doch auch hier kann nicht alles
vorausgesagt werden. Auch wenn alle Faktoren beachtet wurden, kann die Natur je-
derzeit eine iiberraschende Wende einnehmen. Thre Phanomene sind nun mal unbere-

chenbar.

Betrachtet man die Natur und mdchte diese graphisch wiedergeben, so kommt oftmals
die Geometrie ins Spiel. Sie kann uns helfen, die wichtigsten Informationen mit weni-
gen Strichen festzuhalten. Das wird vor allem in der Linearperspektive genutzt, aber
auch, wenn man das Grundgeriist eines Objekts wie beispielsweise einen Baum unter-
suchen mochte und dieses dafiir in geometrische Grundkdrper wie Zylinder und Ku-
geln zerlegt. Ob geometrische Bilder an sich wie Fraktale oder Ornamente der Kunst

zugeordnet werden konnen, hinterfragt Kuen in ihrer Diplomarbeit (vgl. S. 50). Auf
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jeden Fall findet man sie hdufig in der Architektur oder im Gartenbau. Ein besonders
ausgeprigtes Beispiel dafiir sind Schlossgirten, deren Aufbau geometrischen Ubetle-
gungen folgen. Des Weiteren kann die Geometrie dazu genutzt werden, um Schemata
wie Farbraume graphisch darzustellen. Sowohl friiher als auch heute noch interessie-
ren und beschiftigen sich Menschen mit Farben, darunter auch der Schriftsteller und
Universalgelehrte Goethe. Er widmete ein ganzes Buch der Farbenlehre. Um eine sinn-
volle Anordnung der Farben und ihrer Mischungen zu finden, gibt es viele Versuche
diese in geometrische Korper wie Pyramiden, Kugeln oder Wiirfel zu setzen. Der Farb-
wiirfel mit flieBenden Ubergiingen ist dabei ein gutes Anschauungsobjekt (zumindest
digital), wenn es um den RGB-Farbraum geht. Dieser kann auch mathematisch defi-
niert werden, indem man jede Farbkombination als Voxel betrachtet und diesem ein
Tripel mit den Farbanteilen zuordnet. Die Geometrie findet sich auch im Papierfalten.
Origami hat sich im Laufe der Zeit nicht nur zu einer eigenstindigen Kunstgattung
etabliert. Die Vorteile der verschiedenen Faltungen haben auch eine Anwendung in
der Mechanik — besonders in der Raumfahrt — gefunden. Durch platzsparende Falt-
techniken konnen grofle Objekte wie ein Weltraumteleskop auf ein Zehntel ihrer voll-
standigen Grofle zusammengefaltet und ins All transportiert werden. Genauso findet
man Falttechniken in Design, Architektur, Medizin und der Mathematik. Denn dieses
Thema interessiert Mathematikerinnen und Mathematiker ebenso beziiglich der Frage,
welche Faltungen unter welchen Umstdanden moglich sind. Dazu wurden auch mathe-
matische Sitze formuliert, wie zum Beispiel der Satz von Kawasaki, welcher eine Aus-

sage dartiber trifft, wann eine Faltung flach zusammengelegt werden kann.

Die wohl bekannteste Schnittstelle zwischen Kunst und Mathematik ist der Goldene
Schnitt. Durch Jahrhunderte der Betrachtung, aber auch der Kritik féllt diesem Tei-
lungsverhiltnis zwar eine mystische Bedeutung zu, dennoch ist eines sicher: Seiner
Arten- und Erscheinungsvielfalt scheinen keine Grenzen gesetzt zu sein. Man findet
ihn in der Natur, Architektur, Design, Malerei, anatomischen Studien, Untersuchungen
von Populationswachstum, mathematischen Spielereien und sogar der menschlichen

DNA. Es gibt unzdhlige Arten ihn zu berechnen und zu konstruieren.

Eine Idee, zu der ich keine Literatur gefunden hatte, ist die Gegeniiberstellung von
Kurvendiskussion und Bildanalyse. Beide Analysen folgen einem &hnlichen Schema.
Sie untersuchen ein Objekt nach dulleren Eigenschaften und Informationen, die nicht

auf den ersten Blick erkennbar sind. Der Versuch, einen Funktionsgraphen mithilfe
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einer Bildanalyse zu untersuchen und ein Bild als Kurvendiskussion zu betrachten,
gelang mir leider nicht. Stattdessen wurden verschiedene Herangehensweisen ange-
fiihrt, die einen Umweg beschreiten. Das heil3t, es wurden folgenden Fragen nachge-
gangen: Was passiert, wenn man Kunst auf eine mathematische Kurve anwendet? Und
was passiert, wenn man Mathematik auf ein Bild anwendet? In diesem Zusammenhang
wurde vor allem Computergrafik zum Thema. In der digitalen Bildverarbeitung wird
auf die Mathematik zuriickgegriffen, um das Bild zum Beispiel nach der Farbzusam-
mensetzung zu untersuchen oder Filter iiber das Bild zu legen. Umgekehrt konnen aus
Funktionen unterschiedlichen Grades interessante und beeindruckende Bilder entste-

hen.

Die Bridges-Konferenz versucht ebenfalls Briicken zwischen verschiedenen kiinstleri-
schen und wissenschaftlichen Disziplinen aufzubauen. All die Ideen, welche dort zu-
sammengetragen werden, entstanden mit den verschiedensten Herangehensweisen. Es
ist ein grofles Anliegen aller Beteiligten, diese Ideen mit anderen zu teilen und zu er-

weitern.

Die Fahigkeit, interdisziplindr zu denken und zu arbeiten, bringt viele Vorteile. Nicht
nur, dass die Zielgruppe, sondern auch das verkniipfende Denken erweitert wird. Ein
Thema aus verschiedenen Blickwinkeln zu betrachten und Informationen aus gleich-
ermalen wissenschaftlichen wie gestalterischen Bereichen zu sammeln, er6ffnet mehr
Moglichkeiten zur weiteren Verarbeitung. In der Berufswelt wird das in manchen Fel-
dern vorausgesetzt. Aber diese Fahigkeit muss erlernt werden. Somit sollte schon in
der Schule mehr Wert auf fachiibergreifendes und facherverbindendes Arbeiten gelegt
werden. Dafiir ist eine Kooperation zwischen den Lehrpersonen unerlésslich. Auch
wenn solche Projekte fiir die Lehrpersonen mehr Arbeit in Organisation, Vorbereitung
und Durchfiihrung bedeutet, so geschieht dies doch zum Wohl der Kinder und Jugend-
lichen und letzten Endes der Gesellschaft. Diese stellen sich und den Piadagog*innen
oft die Frage ,,Wofiir lernen wir das alles?** Ein facheriibergreifender Unterricht kann
gegebenenfalls darauf eine Antwort geben, wenn das theoretisch Erlernte nicht nur in
einem einzigen Fach Verwendung findet. Und genauso zeigt diese Art des Unterrich-
tens, dass nicht nur die sogenannten Hauptficher Mathematik, Deutsch und Englisch
wichtig sind. Die gestalterischen und musischen Féacher oder die Natur- und Geistes-
wissenschaften haben durchaus ihre Berechtigung im Schulwesen. Sie sind oftmals

notig fiir die Umsetzung und Anwendung oder um das Gelernte aus den Hauptfiachern
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zu verstehen. In der Antike gab es nicht umsonst die Sieben Freien Kiinste, auch wenn
schon damals dem Trivium (bestehend aus Grammatik, Rhetorik und Dialektik) mehr
Bedeutung zugesprochen wurde als dem Quadrivium (Geometrie, Arithmetik, Musik-
theorie und Astronomie) und somit eine Art Hierarchie etabliert wurde (vgl. Kuen
2019, S. 67). Alle Schulfdcher sollten gleichwertig sein. Eine Zukunft, bei der es nicht
mehr so scharfe Grenzen zwischen den Disziplinen gibt, kdnnte erstrebenswert sein.
Dadurch wird der Blick fiir das groBBe Ganze ermdglicht. Und diesen Blick brauchen
wir, um im Einklang mit unserer Umwelt zu leben. Dieser Blick kann in der Schule
begonnen werden, um ihn im Verlauf des Lebens zu schiarfen. Somit ist es mir ein
groBBes Anliegen, den ficherverbindenden Unterricht in Zukunft zu unterstiitzen, was

ich mit den in dieser Arbeit ausgefiihrten Unterrichtsvorschlégen beginnen mochte.

Mathematik und Kunst haben doch mehr gemeinsam, als man anfangs denken wiirde.
Beide Disziplinen sind verkniipft und profitieren voneinander. Die Mathematik kann
durchaus die Kreativitdt der Kunst gebrauchen, um verschiedene Herangehensweisen
zu finden. Und die Struktur und Genauigkeit der Mathematik kann in Darstellungsfra-
gen wie der Perspektive herangezogen werden. In diesem Sinne mdchte ich diese Ar-

beit mit einem Zitat Albert Einsteins beenden.

,,PHANTASIE IST WICHTIGER ALS WISSEN, DENN WISSEN IST BEGRENZT.
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Anhang

Anhang

Code
import matplotlib.pylab as plt

path = r'C:\Users\Ines\Desktop\napoleon.jpg'
img = plt.imread (path)

img red = img[:, :, 0]
img green = img[:, :, 1]
img blue = img[:, :, 2]

plt.figure ()

plt.imshow (img)

plt.title ('RGB')

plt.xticks ([])

plt.yticks([])

plt.savefig('napoleon rgb.jpg', dpi=1200, bbox inches='tight')

plt.figure ()

plt.imshow (img red, cmap='Reds')

plt.title('Rot")

plt.xticks ([])

plt.yticks([])

plt.colorbar ()

plt.savefig('napoleon red dpil200.jpg', dpi=1200, bbox in-
ches="tight')

plt.figure ()

plt.imshow (img green, cmap='Greens')

plt.title('Grin')

plt.xticks ([])

plt.yticks ([])

plt.colorbar ()

plt.savefig('napoleon green dpil200.jpg', dpi=1200, bbox in-
ches="tight')

plt.figure ()

plt.imshow (img blue, cmap='Blues')

plt.title('Blau')

plt.xticks ([])

plt.yticks([])

plt.colorbar ()

plt.savefig('napoleon blue dpil200.jpg', dpi=1200, bbox in-
ches="tight')
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Anhang

Gitter zu Fisheye-Perspektive
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